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Ubungen zu “Lineare Algebra und Analytische Geometrie 1”
Sommersemester 2009
1. Ubungsblatt, auszuarbeiten bis 9. Mirz 2009.

(Determinanten). Sei

Ay = (1-6y), € Mt (Q),
wobei 6 das Kronecker-Symbol darstellt (d.h., §;; = 1 fiir i = j und &;; = 0 fiir i # j). Zeigen Sie: Fiir n > 1 ist
detA, = (~1Y"'(n - 1).

(Lineare Unabhdngigkeit). Seien p und g zwei verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie: 1, /p und +/g sind linear
unabhéngig tiber Q.

(Lineare Abbildungen und Matrizen). Die (formale) Integration (oder Stammfunktion) ist definiert als
S,: Pol,(R) = Pol,;1(R), p(x) — f p(x)dx.
(a) Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung beziiglich der Standardbasen 1, x, x2und 1, x, %, X3,

(b) Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung beziiglich der Basen 1, x,2x>—1 und 1, x, 2x*>— 1, 4x> — 3x (diese
Basis ist bekannt als Chebychev-Polynome erster Art) mit Hilfe von Satz 6.38.

(Reed-Solomon-Code). Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ > 3 Elementen, und seien n und d natiirliche Zahlen

mit 2 <d <n<gq-1. Seien auflerdem ay,...,a, € K\ {0}. Definiere
ap an cee a,
a% a% CEEY a%
H=| . . . | € Maty_1x.(K)
a?*l ag—l aZ—l

und C = {c € K" | Hc = 0}.
Zeigen Sie:

(a) Je d—1 Spalten von H sind linear unabhéngig (Hinweis: Vandermonde-Determinante).
(b) Es gilt dimgC=n—-d+ 1.

(¢) Zwei Vektoren a,b € K" unterscheiden sich genau dann an ¢ Stellen, wenn ¢ Eintréige von a — b ungleich
Null sind.

(d) Je zwei verschiedene Vektoren aus C unterscheiden sich an mindestens d Stellen.

Bemerkung: Der Raum C wird Reed-Solomon-Code genannt. Er wird unter anderem verwendet, um Daten
auf CDs vor Kratzern zu schiitzen. Nach Teil (d) kann er (d — 1)/2 Fehler pro Codewort korrigieren.

(Lineare Unabhingigkeit und Determinanten). Geben Sie eine Teilmenge M C R® mit iiberabzihlbar vielen
Elementen an, derart dass je drei verschiedene Elemente aus M linear unabhéngig sind.

(Permutationen). Finden Sie in der symmetrischen Gruppe P4 = S({1, 2, 3,4}) eine Untergruppe, die isomorph
zu (Z2, +) ist. Ist Thre Untergruppe ein Normalteiler?

(Sie diirfen zum Uberpriifen der Normalteilereigenschaft — ohne Beweis — benutzen, dass jedes Element
aus Py sich als Produkt der Transpositionen 1 « 2, 1 & 3 und 1 < 4 schreiben lésst).
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(Adjazenzmatriz). Sei S = {si,...,s,} eine Menge von Stddten. Wir definieren eine Matrix A = (a;));; €
Mat,,»,(Q) wie folgt:

1, wenn eine Flugverbindung zwischen s; und s; existiert,
ajj =
0, sonst.

Wir schreiben A™ = (ag;")),:,-.

Zeigen Sie: Genau dann ist ai;"”) # 0, wenn man mit héchstens m-mal Umsteigen von s; nach s; fliegen
kann.

(Cramersche Regel). Losen Sie das System linearer Gleichungen mit rationalen Koeflizienten

1 0 2\(x 4
2 3 1llml=|1
12 1/l =1

mit Hilfe der Cramerschen Regel.



