13. ﬂ'bungszettel
Lineare Algebra und Analytische Geometrie 2
Sommersemester 2013

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fir fixes v € V definiere
0:V* =5 K, o = 9(p) := p(v). Zeige: (a) v € V**. (b) Die Abbildung
oV = V* v 0 ist ein Isomorphismus.

2. Sei V ein K-Vektorraum und U <g V. Zeige: (a) Die Relation ~y auf V,
definiert durch Vv, v € V' : v1~p v9 1< v1—v9 € U, ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Fiir eine Aquivalenzklasse K,, v € V, gilt: K, = {v+u:u € U}. (Kurz:
K,=v+U.)

3. Die Menge aller Aquivalenzklassen in Beispiel 2 sei mit V/U bezeichnet.
(D.h., V/U = V/~y = {K, : v € V}.) Um mit den Elementen von V/U
rechnen zu konnen, fiihren wir eine Addition und eine Skalarmultiplikation wie
folgt ein: Fiir alle v,v1,v2 € V und A € K definiere K,,, + K,, := Ky, 4+, und
A K, := K),. Man zeige, daf} diese Operationen unabhéngig von der Wahl
der Représentanten sind. (D.h. zum Beispiel: K,, = Ky, und K,, = K,
impliziert Ky, 44, = Ky tws-)

4. Man kann leicht verifzieren, dafl U/V mit den Operationen wie in Beispiel 3
ein Vektorraum iiber K ist (der “Faktor-Raum” oder auch “Quotientenraum”
von V nach U). (a) Zeige: fiir allev € V : v+ U = U genau dann, wenn v € U.
(b) Zeige: Ko =0+ U ist der Null-Vektor.

5.8¢iU <x Vund h:V = V/U, v+ v+U. Man zeige: h ist linear, surjektiv
und Kerh = U und daraus dim(V) = dim(U) + dim(V/U).

6. Sei V. = P3(R) der Vektorraum der reellen Polynomfunktionen vom Grad
< 3. Fir p,q € V definiere (p,q) := filp(x)q(x)daj. (a) Zeige: (p,q) definiert
ein inneres Produkt. (b) Berechne eine ON-Basis von V' durch Anwendung des
Gram-Schmidt ON-Verfahrens auf die Basis (1, z, 22, 23).



