Formale Grundlagen der Informatik 2 (Theoretische Informatik)

(Skriptum WS 2002/2003)

Franz Winkler

Institut für Symbolisches Rechnen (RISC-Linz) Johannes Kepler Universität Linz

© 2002 Franz Winkler

1. Algorithmen

1.1. Was ist ein Algorithmus?

Der Begriff des Algorithmus ist in der Mathematik von alters her gebräuchlich. Intuitiv verstehen wir darunter ein Verfahren, welches von einer Anzahl von Grunddaten (Eingabe des Algorithmus) ausgeht und nach einer endlichen Anzahl wohldefinierter, effektiver Schritte eine Anzahl von Resultaten (Ausgabe des Algorithmus) liefert. Als Urahn aller Algorithmen wird vielfach der Euklid’sche Algorithmus zur Berechnung des größten gemeinsamen Teilers ganzer Zahlen angesehen. Man findet ihn bereits im 7. Buch der “Elemente” von Euklid (∼ 300 v.Chr.), viele Gelehrte vermuten jedoch, daß es sich dabei eigentlich um Euklid’s Fassung eines auf Eudoxus (∼ 375 v.Chr.) zurückgehenden Algorithmus handelt.

Euklid’scher Algorithmus (moderne Fassung):

Zu zwei gegebenen nichtnegativen ganzen Zahlen m und n findet der Algorithmus ihren größten gemeinsamen Teiler (ggt).

(1) [n = 0?] Ist n = 0, so endet der Algorithmus mit m als Resultat. (2) [m (mod n)] Setze l ← m (mod n), m ← n, n ← l und fahre mit Schritt (1) fort.

Die Korrektheit des Algorithmus sieht man unmittelbar aus der Beziehung ggt(m, n) = ggt(n, m − q · n), wobei q eine beliebige ganze Zahl ist.

Als Beispiel dafür berechnen wir etwa den größten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen 40902 und 24140:

ggt(40902, 24140) = ggt(24140, 16762) = ggt(16762, 7378) = ggt(7378, 2006) = ggt(2006, 1360) = ggt(1360, 646) = ggt(646, 68) = ggt(68, 34) = ggt(34, 0) = 34.

Im Folgenden wollen wir einige Aspekte des informalen Begriffs “Algorithmus” und “durch einen Algorithmus berechenbare Funktion” zusammenstellen. Oft beschränken wir uns auf Algorithmen, welche als Eingabe ein k–Tupel natürlicher Zahlen nehmen (für ein festes k) und als Ausgabe eine natürliche Zahl liefern. Ein Algorithmus berechnet also eine zahlentheoretische Funktion. Praktisch ist das keine Einschränkung, da alle interessanten und vernünftigen Ein– und Ausgabemengen in den natürlichen Zahlen kodiert werden können.

Es ist wichtig zu unterscheiden zwischen dem Begriff des Algorithmus, d.h. der Rechenvorschrift, Prozedur, und dem Begriff der durch einen Algorithmus berechenbaren Funktion, d.h. der durch eine Rechenvorschrift gegebenen Abbildung. Ein und dieselbe Funktion kann durch viele verschiedene Algorithmen gegeben sein.

Einige Beispiele für Funktionen, für die ein Algorithmus bekannt ist: a. λx, y.x + y. b. λx.(x−te Primzahl). Ein Algorithmus ist zum Beispiel das Sieb des Eratosthenes.

c. λx, y.ggt(x, y). Dazu kann man den Euklidschen Algorithmus benutzen.

d. λx.(die natürliche Zahl ≤ 9, die als x–te Ziffer in der Dezimaldarstellung von π = 3.14159 . . . vorkommt). Etwa durch Quadratur des Kreises mittels der Simpson Regel.

Def. 1.1.1: (informal) Wir führen einige Eigenschaften an, welche man üblicherweise mit dem informalen Begriff des Algorithmus verbindet. Davon sind die Eigenschaften (1) — (5) praktisch von allen Mathematikern und Computerwissenschaftern als notwendig anerkannt, über (6) — (10) gibt es gelegentlich verschiedene Auffassungen.

(1) Ein Algorithmus besteht aus einer endlichen Anzahl von Anweisungen oder Instruktionen.

(2) Es gibt einen Rechner, Mensch oder Maschine, der diese Instruktionen ausführen kann.

(3) Es besteht die Möglichkeit, Rechenschritte abzuspeichern und aus dem Speicher wieder abzurufen.

(4) Sei P eine Menge von Instruktionen wie in (1) und R ein Rechner wie in (2).

Dann besteht die Abarbeitung von P durch R in einem diskreten, schrittweisen

Rechenvorgang (keine analogen Methoden).

(5) Die Abarbeitung von P durch R ist deterministisch, ohne Bezugnahme auf Zufallsmethoden, z.B. Würfeln.

(6) Die Länge der Eingabe ist nach oben hin nicht beschränkt. (Die Theorie der Algorithmen beschäftigt sich mit der Frage der prinzipiellen Berechenbarkeit, ohne Bezugnahme auf praktische Einschränkungen.)

(7) Die Anzahl der Instruktionen ist nach oben hin nicht beschränkt. (Siehe (6).)

(8) Der verfügbare Speicherplatz ist nach oben hin nicht beschränkt. (Siehe (6).)

(9) Der Rechner R kann nur eine endliche Anzahl von Typen von Instruktionen verarbeiten.

(10) Eine a priori Schranke für die Anzahl der benötigten Rechenschritte muß nicht vorhanden sein.

Dieses intuitive Konzept eines Algorithmus bezieht seine Legitimität aus der vielfach geteilten Überzeugung, daß es möglich ist zu erkennen, ob ein Verfahren effektiv ist oder nicht. Das mag noch angehen, wenn es sich darum handelt von einem vorgelegten Verfahren zu entscheiden, ob es ein Algorithmus ist oder nicht. Die Intuition ist aber von geringem Nutzen, wenn es darum geht von einem gewissen Problem nachzuweisen, daß es keinen wie immer gearteten Algorithmus zu dessen Lösung gibt. So gibt es z.B. keinen Algorithmus, der für zwei beliebig vorgegebene Pascal–Programme entscheiden könnte, ob sie das gleiche Input–Output Verhalten haben! Probleme dieser Art treten sehr häufig in der theoretischen Informatik auf, und haben in den letzten Jahrzehnten besondere Aufmerksamkeit erlangt. Eine wissenschaftlich einwandfreie Definition des Begriffs “Algorithmus” ist also in höchstem Maße wünschenswert.

Ein wesentlicher Anstoß zur exakten Fassung des Begriffs “Algorithmus” kam von David Hilberts Programm, das das Ziel verfolgte, einen Algorithmus zu finden, der es gestatten würde, von jeder logischen Formel über den ganzen Zahlen, etwa ¬ ( ∃n, x, y, z )( x^n + y^n = z^n, x · y · z ≠ 0, n > 2 )

(Fermats Letzter Satz^{1)} ) zu entscheiden, ob sie gültig ist oder nicht. Daß dieses

1) Die Gültigkeit von Fermats Letztem Satz wurde in jüngster Zeit von Andrew Wiles bewiesen. Zuvor war diese Frage mehr als 300 Jahre lang ein offenes Problem.

Vorhaben zum Scheitern verurteilt war, wurde 1931 von Kurt Gödel^{2)} in seinem Unvollständigkeitssatz nachgewiesen:

In jeder Axiomatisierung der Theorie der ganzen Zahlen gibt es Formeln, deren Gültigkeit sich im System weder beweisen noch widerlegen läßt.

Um 1930 arbeiteten viele Mathematiker an diesem Hilbertschen Projekt, unter ihnen A.M. Turing, E.L. Post, A. Church. Verschiedene Modelle für das intuitive Konzept des Algorithmus wurden entwickelt: Turing–Maschinen von A.M. Turing^{3)} , ein ähnliches Modell von E.L. Post, der λ–Kalkül von A. Church. Es stellte sich jedoch heraus, daß alle diese Modelle dieselbe Berechnungspotenz besitzen.

Im folgenden wollen wir verschiedene Annäherungen an den Begriff der Berechenbarkeit etwas näher betrachten.

2) K. Gödel: Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I, Monatshefte f. Math. u. Physik, 38, 171–198 (1931).

3) A.M. Turing: On computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem, Proc. London Math. Soc., 2/42, 230–265 (1936). Korrektur, ibid., 43, 544–546.

1.2. Endliche Automaten und reguläre Sprachen

Deterministische endliche Automaten

Beispiel 1.2.1: Wir wollen einen Automaten konstruieren, welcher Identifiers in einer Programmiersprache erkennt. Ein Identifier ist dabei eine Folge von Buchstaben und Ziffern, welche mit einem Buchstaben beginnt.

Der Automat A beginnt im Zustand q_0 am Beginn der zu lesenden Folge von Symbolen. In jedem Verarbeitungsschritt liest A das Bandsymbol, auf welches der Lesekopf gerade zeigt, nimmt einen neuen Zustand an und bewegt den Lesekopf um eine Position nach rechts. Liest A im Zustand q_0 einen Buchstaben, so wird der Zustand q_a angenommen, ansonsten der Zustand q_r. Wird im Zustand q_a ein Buchstabe oder eine Ziffer gelesen, so verbleibt A im Zustand q_a. Wird im Zustand q_a etwas anderes als ein Buchstabe oder eine Ziffer gelesen, so wird der Zustand q_r angenommen. Befindet sich A im Zustand q_r, so wird dieser beibehalten, unabhängig vom gelesenen Symbol.

q_a is der sogenannte akzeptierende (oder End–) Zustand.

Der Überführungsgraph von A sieht wie folgt aus:

Beispiel 1.2.2: Ein Automat, der Folgen von 0 und 1 akzeptiert, in denen die Anzahl der 0en und 1en beide gerade sind.

Möglichkeiten: #0 #1 gerade ungerade gerade q_0 q_1 ungerade q_2 q_3

Wir wollen nun eine formale Definition für einen endlichen Automaten geben.

Def. 1.2.1: Ein (deterministischer) endlicher Automat (DEA) ist ein 5–tupel M = (Q, Σ, δ, q_0, F ). Dabei ist

Q eine endliche Menge (von Zuständen),

Σ eine endliche Menge (Eingabealphabet),

q_0 ein Element von Q (Startzustand),

F ⊆ Q (Menge der Endzustände),

δ eine Funktion von Q × Σ nach Q (Überführungsfunktion).

Im folgenden sprechen wir meist einfach von einem “endlichen Automaten”, wenn wir einen DEA meinen.

Die Überführungsfunktion wird folgendermaßen auf Strings beliebiger Länge über Σ (also Elemente von Σ^∗) ausgedehnt. Wir bezeichnen die erweiterte Funktion ebenfalls mit δ.

δ(q, ϵ) = q, (ϵ ist der leere String) für beliebiges q ∈ Q, δ(q, xα) = δ(δ(q, x), α), für bel. q ∈ Q, α ∈ Σ, x ∈ Σ^∗.

Der String x ∈ Σ^∗ wird von M akzeptiert genau dann wenn δ(q_0, x) ∈ F . Die von M akzeptierte Sprache (Teilmenge von Σ^∗) ist definiert als L(M) := {x ∈ Σ^∗ | x wird von M akzeptiert }.

Wir sagen auch M akzeptiert die Sprache L(M).

Reguläre Sprachen

Im folgenden brauchen wir einige Notationen. Sei Σ ein Alphabet, also eine endliche Menge von Symbolen, und seien L, L_1, L_2 ⊆ Σ^∗, also Sprachen über Σ.

L := Σ^∗ \ L (Komplement) L_1 ∘ L_2 := {xy | x ∈ L_1, y ∈ L_2} (Verkettung) L^0 := {ϵ} L^i := L ∘ L^{i−1} für i ≥ 1 L^∗ := ⋃_∞ i=0 L^i (Kleene Abschluß) L^+ := ⋃_∞ i=1 L^i (positiver Abschluß)

Def. 1.2.2: Sei Σ ein Alphabet. Ein regulärer Ausdruck über Σ ist entweder ∅, ϵ, α (für jedes Symbol α ∈ Σ), oder (r + s), (r · s), (r^∗), wobei r und s reguläre Ausdrücke sind.

Die Funktion L transformiert reguläre Ausdrücke über Σ in Untermengen von Σ^∗:

L(∅) := ∅, L(ϵ) := {ϵ}, L(α) := {α} (für jedes α ∈ Σ), L(r + s) := L(r) ∪ L(s), L(r · s) := L(r) ∘ L(s), L(r^∗) := L(r)^∗.

Ist r ein regulärer Ausdruck, so heißt L(r) die durch r bezeichnete reguläre Menge oder reguläre Sprache.

Streng genommen müßten wir in obiger Definition natürlich L((r + s)) schreiben anstatt L(r + s), ebenso für r · s und r^∗. Wir gestatten uns aber die abkürzende

Schreibweise, wenn kein Mißverständnis möglich ist. Dabei vereinbaren wir folgende Präzedenzregel:^∗ vor · vor +.

Beispiel 1.2.3: Sprache der Identifiers L_I : Σ = {a, . . . , z, 0, . . . , 9}, L_I =({a} ∪ · · · ∪ {z}) ∘ Σ^∗ = L( (a + · · · + z) · (a + · · · + z + 0 + · · · + 9)^∗ ).

Endliche Automaten und reguläre Ausdrücke erzeugen dieselben Sprachen.

Satz 1.2.1: Sei Σ ein Alphabet, L ⊆ Σ^∗.

(i) L ist eine reguläre Sprache

genau dann wenn

(ii) L ist die von einem endlichen Automaten akzeptierte Sprache.

Beweis: (i) =⇒ (ii): Sie t ein regulärer Ausdruck über Σ, der die Sprache L bezeichnet.

(a) Zunächst konstruieren wir einen neuen regulären Ausdruck t^′ über einem neuen Alphabet Σ^′, so, daß jedes Vorkommen eines x ∈ Σ in t^′ durch einen eigenen Index gekennzeichnet ist.

Zum Beispiel: t = a · a + b^∗ · a · b^∗, t^′ = a_1 · a_2 + b^∗_1 · a_3 · b^∗_2.

Sei nun L^′ := L(t^′).

(b) Ausgehend von t^′ konstruieren wir nun folgende Mengen: B^′ ....... mögliche Anfangssymbole von Strings in L^′, E^′ ....... mögliche Endsymbole von Strings in L^′, S^′ ....... mögliche Paare aufeinanderfolgender Symbole in Strings in L^′.

Zum Beispiel: B^′ = {a_1, b_1, a_3}, E^′ = {a_2, a_3, b_2}, S^′ = {(a_1, a_2), (b_1, b_1), (b_1, a_3), (a_3, b_2), (b_2, b_2)}.

(c) Ausgehend von B^′, E^′, S^′ konstruieren wir nun einen endlichen Automaten M, sodaß L = L(M), auf folgende Weise:

Q_0 := {q_0}; (für irgendein Zustandssymbol q_0) δ(q_0, α) := {α_i | α_i ∈ B^′} für alle α ∈ Σ; k := 0;

Q_1 := Q_0 ∪ {δ(q_0, α) | α ∈ Σ}; while Q_{k+1} ≠ Q_k do

{k := k + 1;

δ(q, α) := {α_i | es gibt ein β_j ∈ q mit (β_j , α_i) ∈ S^′} für alle q ∈ Q_k \ {q_0} und α ∈ Σ; Q_{k+1} := Q_k ∪ {δ(q, α) | q ∈ Q_k, α ∈ Σ} }; Q := Q_k Diese Prozedur terminiert offensichtlich, da es nur endlich viele Symbole in Σ^′ gibt.

Es ist klar, daß x ∈ L genau dann wenn M, ausgehend von q_0 und dem Eingabewort x, einen Zustand erreicht, der ein Element von E^′ enthält. Wenn wir also setzen q ∈ F :⇐⇒ q ∩ E^′ ≠ ∅ für q ∈ Q \ {q_0}, und q_0 ∈ F :⇐⇒ ϵ ∈ L, dann sind wir fertig.

Zum Beispiel: Q_0 = {q_0}, δ(q_0, a) = {a_1, a_3} =: q_1, δ(q_0, b) = {b_1} =: q_2, Q_1 = {q_0, q_1, q_2},

δ(q_1, a) = {a_2} =: q_3, δ(q_1, b) = {b_2} =: q_4, δ(q_2, a) = {a_3} =: q_5, δ(q_2, b) = {b_1} =: q_2, Q_2 = {q_0, . . . , q_5},

δ(q_3, a) = ∅ =: q_6, δ(q_3, b) = δ(q_4, a) = δ(q_5, a) = ∅ = q_6, δ(q_4, b) = δ(q_5, b) = {b_2} = q_4, Q_3 = {q_0, . . . , q_6},

δ(q_6, a) = δ(q_6, b) = ∅ = q_6, Q_4 = Q_3.

Also Q = Q_3 = {q_0, . . . , q_6}, und F = {q_1, a_3, q_4, q_5}.

(ii) =⇒ (i): Sei M = (Q, Σ, δ, q_0, F ) ein endlicher Automat mit L = L(M). Für beliebige Zustände q, p ∈ Q betrachten wir die Mengen R_{q,p} := {x ∈ Σ^∗ | δ(q, x) = p}. Es gilt L = ⋃ p∈F R_{q0,p}. (1) Nun sei Q = {q_0, q_1, . . . , q_r}. Für beliebige q, p ∈ Q und 1 ≤ j ≤ r + 1 definieren wir:

R^j_{q,p} := {x ∈ R_{q,p} | δ(q, y) ∈ {q_0, . . . , q_{j−1}} für jeden Prefix y von x} (2) und R^0_{q,p} := { {α ∈ Σ | δ(q, α) = p}, falls q ≠ p, {α ∈ Σ | δ(q, α) = p} ∪ {ϵ}, falls q = p. (3) Dann gilt R_{q,p} = R^{r+1}_{q,p} . (4) Für alle q, p ist R^0_{q,p} eine reguläre Menge, da es die Vereinigung endlich vieler Mengen {a}, a ∈ Σ, oder {ϵ} ist. Weiters gilt R^{j+1}_{q,p} = R^j_{q,p} ∪ R^j_{q,qj} ∘ (R^j_{qj ,qj} )^∗ ∘ R^j_{qj ,p}. (5) Aus (5) sehen wir, daß R^j_{q,p} (1 ≤ j ≤ r + 1) reguläre Mengen sind. Somit ist wegen (4) und (1) auch L regulär. Tatsächlich haben wir sogar einen regulären Ausdruck konstruiert, der L bezeichnet.

Beispiel 1.2.4: Wir betrachten den im ersten Teil des Satzes konstruierten Automaten. Für diesen gilt L = R_{q0,q1} ∪ R_{q0,q3} ∪ R_{q0,q4} ∪ R_{q0,q5} . R_{q0,q1} =R^7_{q0,q1} R^0_{q0,q1} = {a}, R^1_{q0,q1} = {a} ∪ R^0_{q0,q1} {_{a}} ∘ (R^0_{q1,q1} )^∗ {ϵ}^∗ ∘ R^0_{q1,q1} {_{ϵ}} = {a},

R^2_{q0,q1} = · · · = R^7_{q0,q1} = {a} etc.

Der folgende Satz eignet sich oft sehr gut dazu zu entscheiden, ob eine vorliegende Sprache regulär ist oder nicht. Vereinfacht gesagt ist eine Sprache nur dann regulär, wenn genügend lange Wörter in ihr aufgebläht werden können ohne die Sprache zu verlassen. Daher kommt auch der Name für diesen Satz.

Satz 1.2.2: (Pumping Lemma) Sei L eine reguläre Sprache. Dann gibt es eine Konstante n(∈ N ), sodaß jedes Wort z ∈ L der Länge mindestens n (| z |≥ n) auf solche Weise zerlegt werden kann in z = uvw, daß | uv |≤ n, | v |≥ 1, und für alle i ≥ 0 auch uv^iw ∈ L. Die Konstante n ist dabei nicht größer als die Anzahl der Zustände des kleinsten Automaten, der L akzeptiert.

Beweis: Sei M = (Q, Σ, δ, q_0, F ) ein endlicher Automat, der L akzeptiert. Sei n =| Q |. Wir betrachten nun ein Wort z, sodaß z = α_1 · · · α_m ∈ L und | z |= m ≥ n. Wenn wir mit q_i denjenigen Zustand bezeichnen, welcher nach Abarbeitung von α_1 · · · α_i angenommen wird, so müssen offensichtlich zwei solche Zustände identisch sein. Also für gewisse j, k (0 ≤ j < k ≤ n),

z kann also zerlegt werden in z = uvw, wobei u = α_1 · · · α_j, v = α_{j+1} · · · α_k, w = α_{k+1} · · · α_m.

Beispiel 1.2.5: L = {a^mb^m | m ∈ N } ist keine reguläre Sprache.

Angenommen L wäre regulär. Sei n die Konstante im Pumping Lemma. Wir betrachten das Wort z = a^nb^n, das natürlich in L enthalten ist. Wegen des Pumping Lemmas muß z zerlegbar sein in a^nb^n = uvw, wobei |uv| ≤ n, |v| ≥ 1, und uv^iw ∈ L für jedes i. Somit müßte gelten a^{n1} u a^{n2} v a^{n3} b^n w , wobei n = n^1 + n^2 + n^3, n^2 ≥ 1.

Aber a^{n1} (a^{n2} )^2a^{n3} b^n ist nicht in L. Somit kann L nicht regulär sein.

Beispiel 1.2.6: L = {0^{i2} | i ∈ N } ist keine reguläre Sprache.

Angenommen L wäre regulär. Sei n die Konstante im Pumping Lemma. Wir betrachten das Wort z = 0^{n2} ,

das natürlich in L enthalten ist. Wegen des Pumping Lemmas muß z zerlegbar sein in 0^{n2} = uvw, wobei |uv| ≤ n, |v| ≥ 1, und uv^iw ∈ L für jedes i. Das ist aber für i = 2, also uv^2w, schon nicht der Fall. n^2 < |uv^2w| ≤ n^2 + n < (n + 1)^2. Somit ist uv^2w ∉ L.

Nichtdeterministische endliche Automaten

Man kann sich nun aber auch endliche Automaten vorstellen, die bei gegebenem Zustand und Eingabesymbol nicht nun einen einzig möglichen Nachfolgezustand haben, sondern aus verschiedenen (oder auch gar keinen) Möglichkeiten für Nachfolgerzustände wählen können.

Wie soll die Semantik eines solchen “nichtdeterministischen endlichen Automaten” aussehen? Wenn im Zustand p der Automat das Symbol a liest und etwa {q_1, q_2} für diesen Fall als mögliche Nachfolgezustände definiert sind, so kann der Automat entweder in den Zustand q_1 oder in den Zustand q_2 übergehen. Der Automat akzeptiert ein Wort w ∈ Σ^∗, wenn es einen möglichen Berechnungspfad gibt, sodaß der Automat von einem Anfangszustand und Wort w auf dem Band zu einem Endzustand gelangen kann.

Def. 1.2.3: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein 5–tupel M = (Q, Σ, δ, S, F ). Dabei ist

Q eine endliche Menge (von Zuständen), Σ eine endliche Menge (Eingabealphabet), S ⊆ Q (Menge der Anfangszustände), F ⊆ Q (Menge der Endzustände), δ eine Funktion von Q × Σ nach P(Q), der Potenzmenge von Q (Überführungsfunktion).

Die Überführungsfunktion wird folgendermaßen ausgedehnt zu einer Funktion von Q× Σ^∗ nach P(Q). Wir bezeichnen die erweiterte Funktion ebenfalls mit δ.

δ(q, ϵ) = {q}, für bel. q ∈ Q, δ(q, xα) = {p | p ∈ δ(r, α) für ein r ∈ δ(q, x)}, für bel. q ∈ Q, x ∈ Σ^∗, α ∈ Σ. Weiters dehnen wir δ aus zu einer Funktion von P(Q) × Σ^∗ nach P(Q): δ(P, x) = ⋃ p∈P δ(p, x), für bel. P ⊆ Q, x ∈ Σ^∗.

Der String x ∈ Σ^∗ wird von M akzeptiert genau dann wenn δ(S, x) ∩ F ≠ ∅.

Die von M akzeptierte Sprache (Teilmenge von Σ^∗) ist definiert als

L(M) := {x ∈ Σ^∗ | x wird von M akzeptiert }.

Wir sagen auch M akzeptiert die Sprache L(M).

Beispiel 1.2.7: Wir betrachten folgenden NEA M, wobei Q = {q_0, q_1, q_2, q_3, q_4}, Σ = {0, 1}, S = {q_0}, F = {q_2, q_4}, und die Überführungsfunktion δ durch folgende Tabelle gegeben ist: 0 1 q_0 {q_0, q_3} {q_0, q_1} q_1 ∅ {q_2} q_2 {q_2} {q_2} q_3 {q_4} ∅ q_4 {q_4} {q_4}

Der Überführungsgraph dieses NEA M sieht folgendermaßen aus:

Wenn der Automat die Möglichkeit hat, wie im Zustand q_0 bei Eingabe 0, verschiedene Nachfolgezustände anzunehmen, so können wir uns vorstellen, daß entsprechend viele Kopien des Automaten hergestellt werden, deren jede eine dieser Möglichkeiten realisiert. Diese Form der Abarbeitung eines Eingabestrings führt zu einem Berechnungsbaum. Wir stellen den Berechnungsbaum für den NEA M bei Eingabe 01001 dar:

Die von M akzeptierte Sprache L(M) besteht aus all denjenigen Wörtern, welche 00 oder 11 enthalten.

Es ist offensichtlich, daß jeder DEA aufgefaßt werden kann als ein NEA, bei dem eben die Menge der möglichen Nachfolgezustände jeweils eine einelementige Menge ist. Somit ist klar, daß jede Sprache L, welche von einem DEA akzeptiert wird, auch von einem NEA akzeptiert werden kann. Interessanterweise gilt auch die Umkehrung.

Satz 1.2.3: Sei M ein NEA und sei L = L(M). Dann gibt es einen DEA M^′ mit L(M^′) = L.

Beweis: Sei M = (Q, Σ, δ, S, F ) der gegebene NEA. Wie konstruieren einen DEA M^′, der die gleiche Sprache akzeptiert, indem wir jede Teilmenge von Q als Zustand von M^′ auffassen. Alles übrige ergibt sich dann fast von selbst. Wir setzen also M^′ = (Q^′, Σ, δ^′, q^′_0, F^′), wobei Q^′ = P(Q) (Potenzmenge von Q), δ^′(q^′, α) = ⋃ p∈q^′ δ(p, α) (= δ(q^′, α) ), für q^′ ∈ Q^′, q^′_0 = S, F^′ = {q^′ ∈ Q^′ | q^′ ∩ F ≠ ∅}. Nun sieht man leicht, daß für ein beliebiges Wort x = α_1 . . . α_n ∈ Σ^∗ gilt: x ∈ L(M) ⇐⇒ δ(S, x) ∩ F ≠ ∅ ⇐⇒ es gibt eine Folge von Teilmengen S = Q_0, . . . , Q_n von Q, bzw. Zuständen q^′_0 = Q_0, . . . , q^′_n = Q_n von M^′, sodaß δ^′(q^′_0, α_1) = q^′_1, . . . , δ^′(q_{n−1}, α_n) = q^′_n, und q^′_n ∩ F ≠ ∅ ⇐⇒ δ^′(q^′_0, x) ∈ F^′ ⇐⇒ x ∈ L(M^′).

Die Erweiterung des Begriffs des endlichen Automaten zu einem nichtdeterministischen endlichen Automaten bringt also keine Potenzsteigerung der betrachteten Klasse von Automaten. Diese Beobachtung werden wir auch später wieder machen, wenn wir uns mit Turing–Maschinen befassen.

Neben den besprochenen Beschreibungsmöglichkeiten für reguläre Sprachen (von DEA akzeptiert, von NEA akzeptiert, durch einen regulären Ausdruck erzeugt) gibt es noch einige andere. So könnte man etwa auch reguläre Grammatiken betrachten. Diese führen wiederum zur selben Menge der regulären Sprachen.

Endliche Automaten kann man natürlich auch mit einer Ausgabefunktion versehen und auf diese Weise Funktionen berechnen lassen.

Wir wollen auf diese Variationen aber nicht mehr näher eingehen sondern verweisen auf die angefügte Literaturliste, insbesondere [HU] und [LP].

1.3. RAM und RASP

Definition 1.3.1: Eine RAM (random access machine) besteht aus einem Eingabeband, einem Ausgabeband, einem Befehlszähler, einem Programm und einem (unendlichen) Speicher.

Das Eingabeband ist eine unendliche Folge von Feldern und das Ausgabeband ist eine unendliche Folge von Feldern, von denen jedes eine ganze Zahl beinhalten kann. Der Speicher ist eine unendliche Folge von Registern, deren jedes eine ganze Zahl aufnehmen kann. Das Programm ist eine endliche Folge von (eventuell markierten) Instruktionen. Jede Instruktion besteht aus zwei Teilen, einem Operationskode und einer Adresse (die entweder ein Operand oder eine Marke ist). Liste der RAM–Instruktionen:

Operationskode Adresse Operationskode Adresse 1. LOAD Operand 7. READ Operand 2. STORE Operand 8. WRITE Operand 3. ADD Operand 9. JUMP Marke 4. SUB Operand 10. JGTZ Marke 5. MULT Operand 11. JZERO Marke 6. DIV Operand 12. HALT

Ein Operand kann wie folgt beschaffen sein: 1. =i, die Bedeutung ist die ganze Zahl i selbst, 2. i, wobei i eine nichtnegative ganze Zahl ist. Die Bedeutung ist der Inhalt des Registers i, 3. *i, die Bedeutung ist der Inhalt von Register j, wobei j die ganze Zahl in Register i ist (indirekte Adressierung). Ist j < 0, so bleibt die Maschine stehen. Um die Bedeutung einer RAM R zu definieren, ziehen wir die Speicherfunktion c : N_0 → Z heran. c(i) ist der Inhalt des Speicherregisters r_i.

Am Anfang der Berechnung ist c(i) = 0 für alle i ≥ 0, der Befehlszähler ist auf 1 gesetzt, und jedes Feld des Ausgabebandes enthält Blank. Bis auf endlich viele Ausnahmen sind alle Felder des Eingabebandes leer. Der Lesekopf zeigt auf das erste Feld des Eingabebandes und der Schreibkopf zeigt auf das erste Feld des Ausgabebandes. Das Feld, auf welches der Lese– bzw. Schreibkopf gerade zeigt, heißt das aktuelle Eingabe– bzw. Ausgabefeld. In jedem Schritt der Berechnung wird diejenige Instruktion ausgeführt, auf die der Befehlszähler gerade zeigt, also die k–te Instruktion, wenn k der Inhalt des Befehlszählers ist. Nach Ausführung der k–ten Instruktion von R wird der Befehlszähler automatisch auf k + 1 gesetzt, wenn die k–te Instruktion nicht eine der Anweisungen JUMP, HALT, JGTZ oder JZERO war. Die Berechnung endet, wenn die Instruktion HALT abgearbeitet wird, oder zu einer Marke gesprungen wird, die im Programm nicht vorkommt.

Um die Bedeutung einer Instruktion anzugeben, definieren wir v(a), den Wert des Operanden a, wie folgt:

v(= i) = i, v(i) = c(i), v(∗i) = c(c(i)).

Die folgende Tabelle gibt die Bedeutung der einzelnen Instruktionen an. Instruktionen, deren Bedeutung in der Tabelle nicht definiert ist, wie etwa STORE =i, haben dieselbe Bedeutung wie HALT. Ebenso beendet eine Division durch 0 die Berechnung.

Instruktion Bedeutung 1. LOAD a c(0) ← v(a) 2. STORE i c(i) ← c(0)

STORE *i c(c(i)) ← c(0)

3. ADD a c(0) ← c(0) + v(a) 4. SUB a c(0) ← c(0) − v(a) 5. MULT a c(0) ← c(0) · v(a) 6. DIV a c(0) ← ⌊c(0)/v(a)⌋ 7. READ i c(i) ← Symbol im aktuellen Eingabefeld. Der Lesekopf wird um eine Position nach rechts gerückt.

READ *i c(c(i)) ← Symbol im aktuellen Eingabefeld. Der Lesekopf wird um eine Position nach rechts gerückt.

8. WRITE a v(a) wird in das aktuelle Ausgabefeld geschrieben. Der Schreibkopf wird um eine Position nach rechts gerückt.

9. JUMP b Der Befehlszähler wird auf die Nummer der Instruktion mit der Marke b gesetzt.

10. JGTZ b Falls c(0) > 0, dann wird der Befehlszähler auf die Nummer der Instruktion mit der Marke b gesetzt. Andernfalls wird der Befehlszähler um 1 erhöht.

11. JZERO b Falls c(0) = 0, dann wird der Befehlszähler auf die Nummer der Instruktion mit der Marke b besetzt. Andernfalls wird der Befehlszähler um 1 erhöht.

12. HALT Die Berechnung endet.

Die Bedeutung der RAM R ist die durch R definierte Abbildung von Eingabebändern zu Ausgabebändern. Da die Berechnung von R nicht auf allen Eingabebändern terminieren muß, ist diese Abbildung nur eine partielle Abbildung. Diese Abbildung kann nun in verschiedener Weise interpretiert werden, etwa als Funktion oder als Sprache. Die RAM R lese immer genau n Zahlen x_1, . . . , x_n vom Eingabeband, und schreibe genau eine Zahl y auf das Ausgabeband oder terminiere nicht. Damit ist implizit die (partielle) Funktion f(x_1, . . . , x_n) = { y falls R auf x_1, . . . , x_n terminiert und y schreibt ⊥ falls R auf x_1, . . . , x_n nicht terminiert

erklärt. Wir sagen R berechnet die Funktion f.

Man kann R auch auffassen als Akzeptor einer Sprache^{∗)} über einem Alphabet {α_1, . . . , α_k}. Das Symbol α_i kann kodiert werden als die ganze Zahl i. Ein Wort wird so auf das Eingabeband geschrieben, daß die Kodes für die einzelnen Symbole nacheinander in die Eingabefelder geschrieben werden und als Abschluß in das nächste Feld eine 0 geschrieben wird. Man sagt nun das Wort s wird von R akzeptiert, wenn R das Wort s und das Markierungssymbol 0 vom Eingabeband liest, eine 1 in das erste Feld des Ausgabebandes schreibt, und hält. Die von R akzeptierte Sprache ist die Menge aller Wörter, die von R akzeptiert werden.

Beispiel 1.3.1: Wir betrachten die Funktion f(n), gegeben als f(n) = { n^n falls n positiv ist 0 sonst.

∗) Vgl. Sektion 1.2. Ein Alphabet Σ ist eine endliche Menge von Symbolen. Ein Wort w über Σ ist eine endliche Folge von Symbolen aus Σ. Eine Sprache L über Σ ist eine Teilmenge von Σ^∗, der Menge aller Wörter über Σ.

Ein Programm zur Berechnung von f(n) (in einer PASCAL–ähnlichen Sprache) könnte wie folgt aussehen: begin read r1;

if r1 ≤ 0 then write 0 else

begin r2 ← r1; r3 ← r1 − 1 while r3 > 0 do begin r2 ← r2 ∗ r1; r3 ← r3 − 1 end;

write r2 end end Ein entsprechendes RAM Programm ist

RAM Programm: entsprechende PASCAL Statements:

           READ 1 read r1
           LOAD 1
           JGTZ pos if r1 ≤ 0 then write 0
           WRITE =0
           JUMP endif
pos: LOAD 1 r2 ← r1
           STORE 2
           LOAD 1
           SUB =1 r3 ← r1 − 1
           STORE 3
while: LOAD 3
           JGTZ continue while r3 > 0 do
           JUMP endwhile
continue: LOAD 2
           MULT 1 r2 ← r2 ∗ r1
           STORE 2
           LOAD 3
           SUB =1 r3 ← r3 − 1
           STORE 3
           JUMP while
endwhile: WRITE 2 write r2
endif: HALT

Beispiel 1.3.2: Wir erzeugen ein RAM Programm, welches die Sprache über dem Alphabet {1, 2} akzeptiert, die aus allen Wörtern mit gleich vielen 1en wie 2en besteht. Das Programm liest jedes Eingabesymbol in Register 1 ein. In Register 2 wird jeweils die Differenz der Anzahl der bereits gelesenen 1en und 2en gespeichert. Sobald das Programm zum Endsymbol 0 kommt, prüft es, ob die Differenz 0 ist. Wenn ja, so wird 1 ausgedruckt und das Programm hält. Wir nehmen an, daß 0, 1 und 2 die einzigen möglichen Eingabesymbole sind.

Ein Pidgin–PASCAL Programm könnte wie folgt aussehen: begin d ← 0; read x;

while x ≠ 0 do

begin if x ≠ 1 then d ← d − 1 else d ← d + 1; read x end;

if d = 0 then write 1 end Ein entsprechendes RAM Progamm ist

           LOAD =0 d ← 0
           STORE 2
           READ 1 read x
while: LOAD 1 while x ≠ 0 do
           JZERO endwhile
           LOAD 1
           SUB =1 if x ≠ 1
           JZERO one
           LOAD 2
           SUB =1 then d ← d − 1
           STORE 2
           JUMP endif
one: LOAD 2
           ADD =1 else d ← d + 1

           STORE 2
endif: READ 1 read x
           JUMP while
endwhile: LOAD 2
           JZERO output if d = 0 then write 1
           HALT
output: WRITE =1
           HALT

Das Programm einer RAM ist nicht im Speicher abgelegt, es kann sich also nicht selbst modifizieren. Wir wollen nun ein Maschinenmodell betrachten, das ganz gleich ist wie eine RAM, dessen Programm aber im Speicher abgelegt ist.

Definition 1.3.2: Die Instruktionen einer RASP (random access stored program machine) sind identisch mit den Instruktionen einer RAM, indirekte Adressierung ist jedoch nicht gestattet (eine RASP kann indirekte Adressierung simulieren durch Modifikation der Instruktionen während der Ausführung des Programms). Die Struktur einer RASP ist auch gleich wie die einer RAM, nur daß das Programm im Speicher abgelegt ist. Jede RASP Instruktion belegt zwei aufeinanderfolgende Register. Im ersten Register steht eine Kodierung des Operationskodes, im zweiten Register eine Adresse. Ist die Adresse von der Form =i, dann kodiert der Inhalt des ersten Registers auch den Umstand, daß der Operand ein Literal ist, und das zweite Register enthält i. Die Instruktionen werden als Zahlen kodiert, etwa auf folgende Weise:

Instruktion: Kode: Instruktion: Kode:

LOAD i 1 DIV i 10
LOAD =i 2 DIV =i 11
STORE i 3 READ i 12
ADD i 4 WRITE i 13
ADD =i 5 WRITE =i 14
SUB i 6 JUMP i 15
SUB =i 7 JGTZ i 16
MULT i 8 JZERO i 17
MULT =i 9 HALT 18

So würde etwa die Instruktion LOAD =32 abgespeichert als 2 in einem Register und 32 im nächsten Register.

Die Abarbeitung eines RASP Programms erfolgt im wesentlichen gleich wie die Abarbeitung eine RAM Programms, mit den folgenden geringfügigen Änderungen: zu Beginn der Berechnung ist das Programm in zusammenhängenden Speicherregistern abgelegt, und der Befehlszähler ist auf die erste Instruktion gesetzt. Die übrigen Register enthalten alle 0. Nach der Ausführung jeder Instruktion wird der Befehlszähler um 2 erhöht, außer nach einer Instruktion der Form JUMP i, JGTZ i (wenn der Inhalt des Akkumulators positiv ist) oder JZERO i (wenn der Inhalt des Akkumulators 0 ist). In diesen Fällen wird der Befehlszähler zu i gesetzt.

Jede Funktion (Sprache), welche von einem RAM Programm berechnet (akzeptiert) werden kann, kann auch von einem RASP Programm berechnet (akzeptiert) werden und umgekehrt; das wird im folgenden Satz ausgesprochen.

Satz 1.3.1: Zu jedem RAM Programm gibt es ein äquivalentes RASP Programm und umgekehrt.

Beweis: (a) Zunächst zeigen wir, wie ein RAM Programm P durch ein RASP Programm P^′ simuliert werden kann. Register 1 der RASP wird zur Zwischenspeicherung des RAM Akkumulators benutzt. Das Programm P^′ belegt die nächsten r − 1 Register der RASP. Die Konstante r hängt ab vom RAM Programm P . Der Inhalt des RAM Registers i, i ≥ 1, wird im RASP Register r + i abgespeichert, sodaß alle Speicherzugriffe in P^′ um r gegenüber P verschoben sind.

Jede RAM Instruktion, die keine indirekte Adressierung benutzt, wird in die identische RASP Instruktion (mit entsprechend verschobenen Speicherzugriffen) übersetzt. Jede RAM Instruktion mit indirekter Adressierung wird übersetzt in eine Folge von sechs RASP Instruktionen; dabei wird die indirekte Adressierung durch Instruktionsmodifikation simuliert. Als Beispiel dafür betrachten wir die RAM Instruktion SUB *i, i ≥ 1. Diese RAM Instruktion wird in eine Folge von RASP Instruktionen übersetzt, die 1. den Inhalt des Akkumulators in Register 1 zwischenspeichert, 2. den Inhalt von Register r + i in den Akkumulator lädt (Register r + i der RASP entspricht dem Register i der RAM), 3. r zum Akkumulator addiert, 4. den Inhalt des Akkumulators in das Adressenfeld einer SUB Instruktion abspeichert, 5. den Inhalt von Register 1 wieder in den Akkumulator zurücklädt, und schließlich 6. die in Schritt 4 erzeugte SUB Instruktion benutzt, um die Subtraktion auszuführen.

So wird, unter der Annahme, daß die Folge der RASP Instruktionen in Register 100 beginnt, die RAM Instruktion SUB *i wie folgt simuliert:

Register Inhalt Bedeutung 100 3 STORE 1 101 1 102 1 LOAD r + i 103 r + i 104 5 ADD =r 105 r 106 3 STORE 111 107 111 108 1 LOAD 1 109 1 110 6 SUB b, wobei b der Inhalt des RAM 111 – Registers i ist.

Enthält P n Instruktionen mit m indirekten Adressierungen, so enthält P^′ (n−m)+6m Instruktionen. Der Verschiebungsfaktor r ist also 2n + 10m + 1.

(b) Zu einem gegebenen RASP Programm P^′ konstruieren wir ein äquivalentes RAM Programm P . Einige RAM Register werden für spezielle Zwecke benutzt:

Register 1: für indirekte Adressierung, Register 2: der Befehlszähler der RASP, Register 3: der Akkumulator der RASP.

Register i, i ≥ 1, der RASP wird in Register i + 3 der RAM gespeichert. Die RAM beginnt mit dem RASP Programm im Speicher ab Register 4. Register 2, der RASP Befehlszähler, enthält 4. Die Register 1 und 3 enthalten 0. Das RAM Programm ist eine Simulationsschleife, welche damit beginnt eine RASP Instruktion zu lesen (mit einer LOAD *2 Instruktion), diese dekodiert und zu einer von 18 Instruktionsfolgen verzweigt, deren jede einen Typ von RASP Instruktionen simuliert. Als Beispiel betrachten wir die RAM Instruktionsfolge zur Simulation der RASP Instruktion 6, also

SUB i:

     LOAD 2 erhöhe den Befehlszähler um 1, sodaß er nun auf das Register
     ADD =1 zeigt, welches den Operanden i der SUB i Instruktion enthält;
     STORE 2
     LOAD *2 lade i in den Akkumulator, addiere 3 und speichere
     ADD =3 das Ergebnis in Register 1;
     STORE 1
     LOAD 3 lade den Inhalt des RASP Akkumulators aus Register 3, sub–
     SUB *1 trahiere den Inhalt des Registers i + 3 und lege das Ergebnis
     STORE 3 in Register 3 ab;
     LOAD 2 erhöhe den Befehlszähler um 1, sodaß er nun auf die nächste
     ADD =1 RASP Instruktion zeigt;
     STORE 2
     JUMP a verzweige zum Anfang der Simulationsschleife (hier

mit “a” bezeichnet).

Zu diesem Programmstück wird verzweigt, wenn c(c(2)) = 6, der Befehlszähler also auf ein Register mit Inhalt 6, dem Kode von SUB, zeigt.

Beispiel 1.3.3: Es ist nicht schwer zu zeigen, daß die Sprachen aus den Beispielen 1.2.5 und 1.2.6 von einer RAM akzeptiert werden können.

Wie man auch unschwer sieht, kann jeder endliche Automat durch eine RAM simuliert werden. Wegen Beispiel 1.3.3 wissen wir also, daß das Konzept der RAM stärker ist als dasjenige endlicher Automaten, da mehr Sprachen akzeptiert werden können.

1.4. Turing–Maschinen und rekursiv aufzählbare Sprachen

Um zu beweisen, daß eine bestimmte Funktion “berechenbar” ist, oder ein gewisses Minimum an Zeit zur Berechnung benötigt (untere Komplexitätsschranke), brauchen wir ein Maschinenmodell, das zwar so allgemein aber einfacher als eine RAM oder RASP ist. Dieses Modell ist die Turing–Maschine.

Definition 1.4.1: Eine Turing–Maschine M können wir uns folgendermaßen vorstellen:

Sie besteht aus einer endlichen Kontrolleinheit, welche im Inneren eine endliche Anzahl von Zuständen aus einer Zustandsmenge Q = {q_0, . . . , q_n} annehmen kann, einem in eine Richtung unendlichen Band, welches in Zellen eingeteilt ist, deren jede ein Symbol aus einem endlichen Alphabet von Bandsymbolen Γ = {γ_0, . . . , γ_m} speichern kann — γ_0 wird dabei als das Blank Symbol ⊔ aufgefaßt und eine Untermenge Σ von Γ\{⊔} ist das Eingabealphabet — , sowie aus einem Lese–Schreib–Kopf, welcher immer auf eine Bandzelle zeigt.

Wie funktioniert nun die Turing–Maschine M? Wenn die Maschine zu arbeiten beginnt, ist die endliche Kontrolleinheit im Anfangszustand q_0, und bis auf endlich viele Zellen am linken Ende des Bandes sind alle Bandzellen mit ⊔’s belegt. In diskreten Zeitschritten, abhängig vom Zustand und vom Bandsymbol, auf welches der LS–Kopf gerade zeigt (Symbol in der Arbeitszelle), geschieht folgendes:

– M nimmt einen neuen Zustand an, – schreibt ein Bandsymbol in die Arbeitszelle, und – bewegt den LS–Kopf um eine Position nach rechts (R) oder nach links (L) oder läßt ihn stationär (S).

Erreicht dabei M einen Zustand aus einer Menge von Endzuständen F (Teilmenge der Zustandsmenge), so terminiert die Berechnung erfolgreich, M akzeptiert die Eingabe. Ansonsten fährt M in der Berechnung so lange fort, als zum jeweiligen Zustand und Symbol in der Arbeitszelle ein Nachfolgerzustand erklärt ist. Eine Berechnung, welche nicht erfolgreich terminiert, kann also auch unendliche Länge haben.

Beispiel 1.4.1: Als Beispiel betrachten wir die Turing–Maschine M_1, welche erkennt, ob eine endliche Folge x über {0, 1} die Form 0^n1^n hat, für eine natürliche Zahl n. Bei Anfang der Berechnung steht die Folge x in den ersten Zellen des Bandes von M_1, gefolgt von einer unendlichen Folge von ⊔’s. M_1 führt folgende Berechnungsschleife aus:

M_1 ersetzt die am weitesten links stehende 0 durch X, bewegt den LS–Kopf nach rechts bis zur am weitesten links stehenden 1, ersetzt diese durch Y , bewegt den LS–Kopf nach links bis zum ersten X und anschließend um eine Position nach rechts zur am weitesten links stehenden 0 und wiederholt die Schleife.

Findet nun M_1 bei der Suche nach einer 1 anstatt dessen ein ⊔, so stoppt M_1 die Berechnung und gibt “nein” als Antwort. Falls M_1, nachdem es eine 1 durch Y ersetzt hat, keine weitere 0 mehr findet, so prüft es, ob noch 1en vorhanden sind, und gibt in diesem Fall die Antwort “nein”, andernfalls die Antwort “ja”.

Etwas formaler könnten wir M_1 wie folgt angeben:

Zustandsmenge . . . . Q = {q_0, q_1, q_2, q_3, q_4}, Eingabealphabet . . .Σ = {0, 1}, Bandalphabet . . . . . Γ = {⊔, 0, 1, X, Y }, Endzustände . . . . . . F = {q_4},

Überführungsfunktion δ:

Zustand

Symbol ⊔ 0 1 X Y q_0 − (q_1, X, R) − − (q_3, Y, R) q_1 − (q_1, 0, R) (q_2, Y, L) − (q_1, Y, R) q_2 − (q_2, 0, L) − (q_0, X, R) (q_2, Y, L) q_3 (q_4, ⊔, R) − − − (q_3, Y, R) q_4 − − − − −

Jeden Zustand könnte man sich vorstellen als eine Anweisung oder eine Gruppe von Anweisungen in einem Programm.

– Der Zustand q_0 wird am Start angenommen und auch jeweils unmittelbar vor der Ersetzung der am weitesten links stehenden 0 durch X. Findet M_1 eine 0 vor, so ersetzt es diese durch X, geht über in q_1, und bewegt den LS–Kopf eine Position nach rechts. Findet q_0 ein Y vor, so nimmt M_1 den Zustand q_3 an.

– q_1 wird dazu benutzt, um von links nach rechts nach der ersten 1 zu suchen.

Findet M_1 eine 1, so wird sie durch Y ersetzt, und M_1 nimmt den neuen Zustand q_2 an. Wird vor einer 1 ein ⊔ oder ein X gefunden, so bricht die Berechnung ab, und die Eingabe wird zurückgewiesen.

– q_2 wird benutzt um von rechts nach links nach dem ersten X zu suchen. Wird ein X gefunden, so nimmt M_1 den Zustand q_0 an und bewegt den LS–Kopf eine Position nach rechts.

– Im Zustand q_3 wird der LS–Kopf über Y ’s hinweg nach rechts bewegt um zu prüfen, ob noch 1en auf dem Band vorkommen. Ist das erste Symbol nach den Y ’s ein ⊔, so nimmt M_1 den Zustand q_4 an und die Eingabefolge wird damit akzeptiert. Andernfalls wird die Eingabefolge zurückgewiesen.

Definition 1.4.1: (Fortsetzung) Etwas formaler wird eine Turing–Maschine (kurz TM) so angegeben wie im obigen Beispiel, nämlich als ein 6–tupel (Q, Σ, Γ, q_0, F, δ), wobei Q die Zustandsmenge ist, Σ das Eingabealphabet, Γ das Bandalphabet, q_0 der Startzustand, F die Menge der Endzustände und δ die Überführungsfunktion. δ ist eine partielle Funktion von Q × Γ in Q × Γ × {L, R, S}.

Definition 1.4.2: Sei M ein TM. Eine Konfiguration von M legt den Zustand von M zu einem bestimmten Zeitpunkt fest, also eine Folge von Bandsymbolen α_1 . . . α_k, welche links vom LS–Kopf auf dem Band stehen, eine Folge von Bandsymbolen α_{k+1} . . . α_l, welche rechts vom LS–Kopf auf dem Band stehen einschließlich dem Symbol in der Arbeitszelle (die unendlich vielen ⊔’s am rechten Bandende werden dabei vernachlässigt), sowie den Zustand q der endlichen Kontrolleinheit. Alle anderen Bandsymbole rechts von der Position l sind ⊔. Wir schreiben dafür α_1 . . . α_kqα_{k+1} . . . α_l. Also α_1 . . . α_kqα_{k+1} . . . α_l und α_1 . . . α_kqα_{k+1} . . . α_l⊔ sind nur zwei verschiedene Notationen für ein und dieselbe Konfiguration.

Eine Konfiguration β_1 . . . β_kqβ_{k+1} . . . β_m geht aus α_1 . . . α_lpα_{l+1} . . . α_m hervor, α_1 . . . α_lpα_{l+1} . . . α_m ⊢ β_1 . . . β_kqβ_{k+1} . . . β_m, wenn α_i = β_i für i ∈ {1, . . . , l, l + 2, . . . , m} und δ(p, α_{l+1}) = (q, β_{k+1}, S) und k = l, oder

δ(p, α_{l+1}) = (q, β_k, R) und k = l + 1, oder

δ(p, α_{l+1}) = (q, β_{k+2}, L) und k = l − 1.

Eine Berechnung der Turing–Maschine M ist eine Folge von Konfigurationen, wobei jeweils die (i + 1)–te Konfiguration aus der i–ten Konfiguration hervorgeht.

M akzeptiert das Eingabewort x ∈ Σ^∗, wenn die Berechnung ausgehend von der Konfiguration q_0x nach endlich vielen Schritten zu einer Konfiguration führt, in welcher der Zustand q ein Element von F ist.

Beispiel 1.4.2: Auf der Eingabe 0011 etwa führt die Turing–Maschine M_1 folgende Berechnung aus:

q_00011 ⊢ Xq_1011 ⊢ X0q_111 ⊢ Xq_20Y 1 ⊢ q_2X0Y 1 ⊢ Xq_00Y 1 ⊢ XXq_1Y 1 ⊢ XXY q_11 ⊢ XXq_2Y Y ⊢ Xq_2XY Y ⊢ XXq_0Y Y ⊢ XXY q_3Y ⊢ XXY Y q_3 ⊢ XXY Y ⊔ q_4. Die Eingabe 0011 wird also von M_1 akzeptiert.

Def. 1.4.3: Sei M eine Turing–Maschine . L(M), die von M akzeptierte Sprache, ist die Menge aller Eingabewörter x (Folgen von Symbolen aus dem Eingabealphabet Σ), welche von M akzeptiert werden.

Also L(M_1) = { 0^n1^n | n ≥ 1 }.

Def. 1.4.4: Eine Sprache L (Menge von Wörtern über einem Alphabet Σ) heißt rekursiv aufzählbar (r.a.), wenn L = L(M) für eine Turing–Maschine M. Eine r.a. Sprache L, welche von einer Turing–Maschine M akzeptiert wird, die auf jedem Eingabewort stoppt, heißt eine rekursive Sprache. In diesem Fall sagt man, M erkennt L.

Satz 1.4.1: Die rekursiven Sprachen sind genau diejenigen Sprachen L, für die sowohl L als auch das Komplement L von L r.a. sind.

Beweis: Sei L rekursiv. Sei M ein TM, welche immer terminiert und L akzeptiert. Dreht man die Antworten “ja/nein” von M einfach um, so erhält man eine TM M, welche L akzeptiert.

Umgekehrt seien sowohl L als auch L r.a. Seien M, M TMen, welche L bzw. L akzeptieren. Durch Parallelschaltung von M und M erhält man eine TM M̂, welche immer terminiert und L akzeptiert.

Modifikationen von Turing–Maschinen

Das Konzept einer Turing–Maschine bietet sich an für eine ganze Reihe von Modifikationen, von denen wir einige kurz beschreiben wollen.

In beide Richtungen unendliches Band:

Das Band ist nicht nur nach rechts unendlich, sondern in beide Richtungen. Ansonsten ändert sich nichts an der Definition der Maschine. Bei Beginn der Berechnung steht das Eingabewort x auf dem Band, das ansonsten nur ⊔’s enthält. Der LS–Kopf zeigt dabei auf das erste Symbol von x.

Turing–Maschine mit mehreren Bändern:

Anstatt eines einzigen Bandes hat die Maschine eine endliche Anzahl von Bändern zur Verfügung. Bei Beginn der Berechnung steht das Eingabewort x auf dem ersten Band, das ansonsten nur ⊔’s enthält. Ebenso enthalten alle übrigen Bänder am Beginn der Berechnung nur ⊔’s.

Abhängig vom Zustand der Kontrolleinheit und von den Symbolen, auf welche die LS–Köpfe zeigen, führt die Maschine M in einem Berechnungsschritt folgende Operationen aus:

– M nimmt einen neuen Zustand an, – schreibt ein Bandsymbol in die Arbeitszelle eines jeden Bandes, und – bewegt den LS–Kopf eines jeden Bandes unabhängig um eine Position nach rechts oder nach links, oder läßt ihn stationär.

Nichtdeterministische Turing–Maschine:

Abhängig vom Zustand und vom Symbol in der Arbeitszelle hat die Maschine endlich viele Möglichkeiten einen neuen Zustand anzunehmen, ein Symbol in die Arbeitszelle zu schreiben und den LS-Kopf zu bewegen.

Definition 1.4.5: Eine nicht–deterministische Turing–Maschine (kurz nTM) M ist definiert wie ein (deterministische) Turing–Maschine , nur liefert δ ausgehend von q und α eine endliche Menge möglicher Antworten, δ(q, α) = {(p_1, β_1, X_1), . . . , (p_m, β_m, X_m)}. Eine Konfiguration geht aus einer anderen hervor, wenn es eine mögliche Antwort der Überführungsfunktion gibt, mittels derer der Übergang hergestellt werden kann. Ausgehend von einer Konfiguration erhalten wir also nicht eine lineare Berechnung, sondern einen Berechnungsbaum.

M akzeptiert die Eingabe x, wenn der Berechnungsbaum ausgehend von der Konfiguration q_0x eine Konfiguration enthält, in welcher der Zustand der Kontrolleinheit q ein Element von F ist.

Beispiel 1.4.3: Sei L die Sprache

L = { 0^n, (01)^n | n ≥ 1 }.

Die nichtdeterministische Turing–Maschine M = (Q, Σ, Γ, q_0, F, δ) akzeptiert L, wobei

Q = {q_0, q_1, q_2, q_3, q_4}, Σ = {0, 1}, Γ = {0, 1, ⊔}, F = {q_4}, und δ durch folgende Tabelle gegeben ist:

⊔ 0 1 q_0 − {(q_1, 0, R), (q_2, 0, R)} − q_1 {(q_4, ⊔, R)} {(q_1, 0, R)} − q_2 − − {(q_3, 1, R)} q_3 {(q_4, ⊔, R)} {(q_2, 0, R)} − q_4 − − −

Satz 1.4.2: Sei M eine nichtdeterministische Turing–Maschine, welche die Sprache L akzeptiert, also L = L(M). Dann gibt es eine deterministische Turing–Maschine M^′, welche ebenfalls L akzeptiert, also L = L(M^′).

Beweis: Für jedes Paar bestehend aus einem Zustand und einem Bandsymbol von M gibt es eine endliche Anzahl von Wahlmöglichkeiten in der Überführungsfunktion von M. Wir numerieren diese Möglichkeiten durch 1,2,... . Sei r die größte Anzahl von

Wahlmöglichkeiten für ein solches Paar. Dann kann jede endliche Folge von Wahlen dargestellt werden als eine Folge der Nummern 1 bis r. Natürlich entspricht nicht jede Folge solcher Nummern einer Folge von Wahlen, da es für ein gegebenes Paar eventuell weniger als r Wahlmöglichkeiten geben kann.

Die deterministische Turing–Maschine M^′ hat nun drei Bänder. Das erste Band ist das Eingabeband. Auf dem zweiten Band erzeugt M^′ systematisch endliche Folgen über {1, . . . , r}. Dabei werden zunächst die Folgen der Länge 1 erzeugt, dann diejenigen der Länge 2, usw.

Für jede Folge, welche auf Band 2 erzeugt wird, kopiert M^′ die Eingabe auf Band 3 und simuliert M auf Band 3, wobei die Folge auf Band 2 dazu benutzt wird, um die Wahlen der entsprechenden Zweige des Berechnungsbaums durchzuführen. Gibt es im Berechnungsbaum von M einen Zweig, der zu einem akzeptierenden Zustand führt, so wird M^′ schließlich eine Kodierung dieses Zweiges auf Band 2 erzeugen, und bei der Simulierung dieses Zweiges wird M^′ die Eingabe akzeptieren. Gibt es im Berechnungsbaum von M keinen Zweig, der zu einem akzeptierenden Zustand führt, so wird auch M^′ nicht akzeptieren.

Also L(M) = L = L(M^′).

Wir haben also nun einige Möglichkeiten zur Modifikation von Turing–Maschinen betrachtet. Keine dieser Möglichkeiten ist jedoch in der Lage, die Berechnungspotenz einer Turing–Maschine zu steigern. Eine Sprache L, welche von einer auf diese Weise modifizierten Turing–Maschine akzeptiert wird, kann auch von einer Turing–Maschine im ursprünglichen Sinn akzeptiert werden. Für eine genauere Betrachtung dieser Berechnungsäquivalenz verweisen wir auf [HU].

Turing–Maschinen als Generatoren von Sprachen

Definition 1.4.6: Sei M eine Turing–Maschine mit einem oder mehreren Bändern, welche das erste Band als Ausgabeband benützt. M hat ein ausgezeichnetes Bandsymbol #, und M bewegt den LS–Kopf des Ausgabebandes niemals nach links. In diesem Fall ist M geeignet eine Sprache zu erzeugen (generieren). Und zwar ist die von M erzeugte (generierte) Sprache G(M) die Menge aller Wörter, welche M ohne irgend eine Eingabe zwischen zwei #’s auf das Ausgabeband schreibt.

Satz 1.4.3: Eine Sprache L über einem Alphabet Σ ist genau dann r.a., wenn L von einer Turing–Maschine generiert werden kann. (Daher auch die Bezeichnung “rekursiv aufzählbar”.)

Beweis: Wir wollen einen Beweis dieser Behauptung skizzieren. Angenommen L wird von der Turing–Maschine M generiert, also G(M) = L. Wir konstruieren eine Turing– Maschine M^′ mit einem Band mehr als M. M^′ simuliert M. Immer wenn M ein Wort x erzeugt, so vergleicht es M^′ mit dem Eingabewort. Stimmen sie überein, so akzeptiert M^′ das Eingabewort. Also L(M^′) = L.

Andererseits sei M eine Turing–Maschine, welche L akzeptiert, also L(M) = L. Wir konstruieren eine Turing–Maschine M^′, welche nacheinander alle Paare von positiven ganzen Zahlen (i, j) (in kodierter Form) erzeugt. Sobald das Paar (i, j) erzeugt worden ist, erzeugt M^′ das i–te Wort x_i über dem Alphabet Σ (in dieser Aufzählung sind die Wörter der Länge nach und Wörter gleicher Länge alphabetisch geordnet) und simuliert j Berechnungsschritte von M auf der Eingabe x_i. Wird x_i von M in nicht mehr als j Schritten akzeptiert, so erzeugt M^′ das Wort x_i. Somit ist L = G(M^′).

Turing–Maschinen als Berechner von Funktionen

Turing–Maschinen können nicht nur zum Erkennen und Erzeugen von Sprachen eingesetzt werden, sondern sie sind auch in der Lage Funktionen zu berechnen.

Definition 1.4.7: Seien Σ_1 und Σ_2 zwei Alphabete und f eine (partielle) Funktion von (Σ^∗_1)^k in Σ^∗_2 (Σ^∗_1 ist die Menge aller Wörter über Σ_1). Eine Turing–Maschine M berechnet die Funktion f falls

– Σ_1 ∪ Σ_2 eine Teilmenge des Bandalphabets von M ist, und – für jedes x = (x_1, . . . , x_k) ∈ (Σ^∗_1)^k, wenn f(x_1, . . . , x_k) = y dann stoppt M auf dem Eingabewort x_1 ⊔ . . . ⊔ x_k mit Ausgabe (Bandinhalt nach Ende der Berechnung) y und wenn f(x_1, . . . , x_k) undefiniert ist, dann stoppt M auf dem Eingabewort x_1 ⊔ . . . ⊔ x_k nicht.

Eine (partielle) Funktion, welche von einer Turing–Maschine berechnet werden kann, heißt (partiell) Turing–berechenbar, abgekürzt (p.)T.b.

Beispiel 1.4.4: Ein Beispiel einer T.b. Funktion ist die modifizierte Differenz . −, welche für zwei natürliche Zahlen m, n den Wert m − n liefert falls m ≥ n und den Wert 0 sonst. . − wird von der Turing–Maschine M_2 berechnet mit Zustandsmenge . . . . Q = {q_0, . . . , q_6}, Eingabealphabet . . .Σ = {0},

Bandalphabet . . . . . Γ = {⊔, 0, 1}, Endzustände . . . . . . F = {}.

Die Eingabeparameter m, n werden kodiert als 0 . . . 0 m mal ⊔ 0 . . . 0 n mal .

Die Überführungsfunktion δ von M_2 arbeitet wie folgt:

(1) Start. Ersetze die führende 0 durch ⊔. Ist keine 0 vorhanden, so lösche den Rest des Bandes.

δ(q_0, 0) = (q_1, ⊔, R), δ(q_0, ⊔) = (q_5, ⊔, R).

(2) Bewege den LS–Kopf nach rechts und suche nach dem ersten ⊔. Überschreibe dieses durch 1.

δ(q_1, 0) = (q_1, 0, R), δ(q_1, ⊔) = (q_2, 1, R), δ(q_1, 1) = (q_2, 1, R). (3) Bewege den LS–Kopf nach rechts über 1en hinweg bis zur ersten 0. Überschreibe diese durch 1.

δ(q_2, 1) = (q_2, 1, R), δ(q_2, 0) = (q_3, 1, L).

(4) Gehe nach links bis zum ersten ⊔. Nimm Zustand q_0 an und wiederhole den Zyklus.

δ(q_3, 0) = (q_3, 0, L), δ(q_3, 1) = (q_3, 1, L), δ(q_3, ⊔) = (q_0, ⊔, R).

(5) Wird im Zustand q_2 ein ⊔ vor einer 0 gefunden, so nimm Zustand q_4 an und gehe nach links, wobei alle 1en durch ⊔’s überschrieben werden, bis zum ersten ⊔. Ändere dieses ⊔ wieder zu einer 0 ab, nimm Zustand q_6 an und stoppe. δ(q_2, ⊔) = (q_4, ⊔, L), δ(q_4, 1) = (q_4, ⊔, L), δ(q_4, 0) = (q_4, 0, L), δ(q_4, ⊔) = (q_6, 0, R).

(6) Wird im Zustand q_0 eine 1 anstatt einer 0 gefunden, so ist offensichtlich der erste Block von 0en abgearbeitet. Nimm Zustand q_5 an und lösche den Rest des Bandes. Anschließend nimm Zustand q_6 an und stoppe.

δ(q_0, 1) = (q_5, ⊔, R), δ(q_5, 0) = (q_5, ⊔, R), δ(q_5, 1) = (q_5, ⊔, R), δ(q_5, ⊔) = (q_6, ⊔, R). Zustand Symbol 0 1 ⊔ q_0 (q_1, ⊔, R) (q_5, ⊔, R) (q_5, ⊔, R) q_1 (q_1, 0, R) (q_2, 1, R) (q_2, 1, R) q_2 (q_3, 1, L) (q_2, 1, R) (q_4, ⊔, L)

Zustand Symbol 0 1 ⊔ q_3 (q_3, 0, L) (q_3, 1, L) (q_1, ⊔, R) q_4 (q_4, 0, L) (q_4, ⊔, L) (q_6, 0, R) q_5 (q_5, ⊔, R) (q_5, ⊔, R) (q_6, 0, R) q_6 − − −

Berechnung von M_2 auf 00 ⊔ 0 (2 . − 1):

q_000 ⊔ 0 ⊢ ⊔q_10 ⊔ 0 ⊢ ⊔0q_1 ⊔ 0 ⊢ ⊔01q_20 ⊢ ⊔ 0q_311 ⊢ ⊔q_3011 ⊢ q_3 ⊔ 011 ⊢ ⊔q_0011 ⊢ ⊔ ⊔q_111 ⊢ ⊔ ⊔ 1q_21 ⊢ ⊔ ⊔ 11q_2 ⊢ ⊔ ⊔ 1q_41 ⊢ ⊔ ⊔q_41 ⊢ ⊔q_4 ⊢ ⊔0q_6.

Berechnung von M_2 auf 0 ⊔ 00 (1 . − 2):

q_00 ⊔ 00 ⊢ ⊔q_1 ⊔ 00 ⊢ ⊔1q_200 ⊢ ⊔q_3110 ⊢ q_3 ⊔ 110 ⊢ ⊔q_0110 ⊢ ⊔ ⊔ q_510 ⊢ ⊔ ⊔ ⊔q_50 ⊢ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔q_5 ⊢ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔q_6.

Alle üblichen arithmetischen Funktionen wie m + n, m · n, m^n, n!, ⌈log_2 n⌉, etc. sowie Kombinationen davon sind T.b.

Zwischen r.a. Sprachen und p.T.b. Funktionen besteht ein enger Zusammenhang.

Satz 1.4.4: Ist f eine partielle Funktion von (Σ^∗_1)^k nach Σ^∗_2, so ist f genau dann p.T.b., wenn L_f = { (x_1, . . . , x_k, y) | f(x_1, . . . , x_k) = y } r.a. ist.

Beweis: Übung.

Im folgenden befassen wir uns mit der Äquivalenz zwischen dem RAM/RASP Modell und dem Turing–Maschinen Modell.

Satz 1.4.5: Jede Turing–Maschine (mit mehreren Bändern) kann durch eine RAM simuliert werden. Also jede Sprache (Funktion), die von einer Turing–Maschine akzeptiert (berechnet) werden kann, kann auch von einer RAM akzeptiert (berechnet) werden.

Beweis: (Skizze) Sei M eine k–Band Turing–Maschine . In der M simulierenden RAM R ist jede Bandzelle von M in einem Register abgespeichert, und zwar ist die i–te Zelle des j–ten Bandes im Register ki + j + c abgespeichert. Dabei ist c so angelegt, daß R noch Arbeitsspeicher zur Verfügung hat, u.a. zur Abspeicherung der Positionen der k LS–Köpfe von M. Bandzellen von M können von R gelesen werden durch indirekte Adressierung mittels der Register, welche die Positionen der LS–Köpfe beinhalten.

Satz 1.4.6: Jede RAM kann durch eine Turing–Maschine simuliert werden. Also jede Sprache (Funktion), die von einer RAM akzeptiert (berechnet) werden kann, kann auch von einer Turing–Maschine akzeptiert (berechnet) werden.

Beweis: (Skizze) Die Turing–Maschine M, die die RAM R simuliert, besitzt neben den Ein– und Ausgabebändern noch drei zusätzliche Bänder B_3, B_4, B_5. B_3 dient zur Darstellung des Speichers von R und hat die Form # # # i_1 # c_1 # # i_2# c_2 # # · · · i_k # c_k # # ⊔ . . .

Dabei sind i_1, . . . , i_k die Indizes derjenigen Register von R, welche nicht 0 enthalten und c_j = c(i_j ); i_j , c_j sind in Binärdarstellung auf B_3 wiedergegeben, für 1 ≤ i ≤ k. Der Inhalt des Akkumulators von R ist in Binärdarstellung auf B_4 dargestellt, und B_5 wird als Arbeitsband verwendet.

Jeder Rechenschritt von R entspricht einer endlichen Folge von Zuständen der Turing–Maschine M. Als Beispiel betrachten wir die RAM Instruktionen ADD *i und STORE i. Die Instruktion ADD *i wird von M folgendermaßen simuliert:

1. Suche auf B_3 nach einer Eintragung für das RAM Register i, d.h. eine Folge ##i^′#, wobei i^′ die Binärdarstellung von i ist. Ist eine solche Eintragung vorhanden, so schreibe die nächste Zahl, welche der Inhalt von Register i ist, auf B_5; andernfalls halte (der Inhalt von Register i ist 0, die indirekte Adressierung kann also nicht durchgeführt werden).

2. Suche auf B_3 nach einer Eintragung für das RAM Register, dessen Index auf B_5 steht. Ist eine solche Eintragung vorhanden, so schreibe den Inhalt dieses Registers auf B_5; andernfalls schreibe 0 auf B_5.

3. Addiere die Zahl auf B_5 zum Inhalt des Akkumulators, der auf B_4 steht.

Die Instruktion STORE i wird von M folgendermaßen simuliert:

1. Suche auf B_3 nach einer Eintragung für das RAM Register i, also ##i^′#.

2. Ist eine solche Eintragung vorhanden, so kopiere den Bandinhalt von B_3 rechts von ##i^′#, außer der unmittelbar nächsten Zahl (c(i)), auf B_5. Kopiere den Inhalt von B_4 (Akkumulator) auf B_3 unmittelbar rechts von ##i^′# und unmittelbar daran den Inhalt von B_5.

3. Ist eine Eintragung für Register i nicht vorhanden, so schreibe i^′# auf B_3 unmittelbar nach dem letzten von ⊔ verschiedenen Symbol, anschließend den Inhalt von B_4 (Akkumulator) und schließlich ##.

Auf ganz ähnliche Weise können auch die übrigen RAM Instruktionen simuliert werden.

Die Menge der (partiell) T.b. (zahlentheoretischen) Funktionen ist nicht nur identisch mit der Menge der (partiell) RAM berechenbaren Funktionen, sie ist auch identisch mit der Menge der (partiell) rekursiven Funktionen, oder mit der Menge der WHILE-berechenbaren Funktionen (siehe etwa [DW], [Sch]). Alle diese mathematischen Modelle liefern dieselbe Klasse algorithmischer Funktionen. Diese Klasse scheint also in gewisser Weise eine natürliche zu sein. Andererseits sind alle (bisher betrachteten) Funktionen, die man intuitiv als berechenbar bezeichnen würde, tatsächlich rekursiv. Die meisten Mathematiker und Computerwissenschafter sind daher der Ansicht, daß mit dem formalen Begriff der rekursiven bzw. Turing–berechenbaren Funktion der intuitive Begriff der “algorithmischen” Funktion charakterisiert ist. Diese Überzeugung wurde zum ersten Mal von A. Church ausgesprochen und heißt nach ihm die Church’sche These:

Eine Funktion ist berechenbar genau dann wenn sie Turing– berechenbar (rekursiv) ist.

Im strengen Sinne beweisen läßt sich die Church’sche These natürlich nicht, da man auf einem intuitiven Begriff keinen Beweis aufbauen kann. Aufgrund der Church’schen These versteht man heutzutage unter einem Algorithmus eine Turing–Maschine . Wenn wir also sagen, daß sich ein Problem algorithmisch lösen läßt, so meinen wir streng genommen damit, daß es eine Turing–Maschine gibt, die das Problem löst.

Definition 1.4.8: Ein Algorithmus ist eine Turing–Maschine , die auf jeder Eingabe terminiert.

Bisher haben wir nur Algorithmen definiert, welche ganze Zahlen als Eingaben nehmen und wiederum ganze Zahlen produzieren. Im intuitiven Sinne kennt man natürlich auch Algorithmen mit ganz anderen Ein– und Ausgabebereichen. Zur Formalisierung solcher Algorithmen gibt es im Prinzip zwei Ansätze. Beim ersten Ansatz ordnet man jedem Element der Ein– und Ausgabemenge eine natürliche Zahl zu und kann dann das herkömmliche Konzept des zahlentheoretischen Algorithmus verwenden. Beim zweiten Ansatz verlangt man nur, das sich die Elemente der Ein– und Ausgabemenge als Wörter über einem Alphabet schreiben lassen. Solche Wörter können nun von einer Turing–Maschine gelesen bzw. geschrieben werden und man erhält auf diese Weise eine Verallgemeinerung des Begriffs “Algorithmus”.

Übung: Seien M_1, M_2 Turing–Maschinen. Dann gibt es Turing–Maschinen M_s, M_p mit dem Verhalten

Übung: Das Komplement einer rekursiven Sprache ist rekursiv.

Übung: Die Vereinigung zweier rekursiver Sprachen ist rekursiv. Die Vereinigung zweier r.a. Sprachen ist r.a.

1.5. Rekursive Funktionen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie Turingmaschinen zur Berechnung von Funktionen, insbesondere zahlentheoretischer Funktionen (von N^k nach N ) eingesetzt werden können. Wir haben auf diese Weise den Begriff der Turingberechenbaren Funktion erhalten. Die Äquivalenz von Turingmaschinen und RAMs kann natürlich von der Akzeptierung von Sprachen auf die Berechnung von Funktion ausgedehnt werden, sodaß jede Turing-berechenbare Funktion auch von einer RAM berechnet werden kann. Wir sprechen also in Hinkunft nur mehr von berechenbaren Funktionen.

In diesem Abschnitt wollen wir einen anderen, rein mathematisch-logischen Zugang zum Begriff der berechenbaren Funktion behandeln, nämlich den Begriff der rekursiven Funktion. Wiederum kann man feststellen, daß der Begriff der berechenbaren Funktion mit demjenigen der rekursiven Funktion übereinstimmt. Somit haben wir eine weitere Bestätigung der Church’schen These vorliegen. Wir werden hier weitgehend auf Beweise der Äquivalenz von Berechenbarkeit und Rekursivität verzichten. Der Leser ist aufgefordert, sich mithilfe der Literaturliste jeweils Rechenschaft über diese Äquivalenz zu geben.

Immer, wenn wir in diesem Abschnitt von einer Funktion sprechen, so meinen wir eine zahlentheoretische Funktion im obigen Sinne.

Definition 1.5.1: Sei f eine Funktion von k Variablen, und seien g_1, . . . , g_k Funktionen von n Variablen. Sei h(x_1, . . . , x_n) = f(g_1(x_1, . . . , x_n), . . . , g_k(x_1, . . . , x_n)). Dann entsteht h aus f und g_1, . . . , g_k durch Komposition.

Natürlich müssen die Funktionen f, g_1, . . . , g_k nicht total sein, sondern können auch partiell sein. h(x_1, . . . , x_n) ist definiert, wenn alle z_i = g_i(x_1, . . . , x_n) definiert sind, und auch f(z_1, . . . , z_k) definiert ist.

Definition 1.5.2: Sei f eine Funktion von n Variablen und g eine Funktion von n + 2 Variablen. Sei h(m, x_1, . . . , x_n) = { f(x_1, . . . , x_n), falls m = 0, g(m − 1, h(m − 1, x_1, . . . , x_n), x_1, . . . , x_n), falls m > 0. Dann entsteht h aus f und g durch Rekursion.

Um die Klasse der rekursiven Funktionen einzuführen, werden wir Funktionen mittels Komposition und Rekursion (und der noch einzuführenden Minimalisierung) kombinieren. Wir brauchen aber auch eine Basis von Grundfunktionen, von denen wir ausgehen können.

Definition 1.5.3: Wir betrachten folgende Funktionen:

Nullfunktion: null() = 0, Nachfolgerfunktion (successor): succ(x) = x + 1, Projektionsfunktionen: proj^n_i (x_1, . . . , x_n) = x_i, 1 ≤ i ≤ n.

Die Funktionen null, succ, proj^n_i heißen Grundfunktionen.

Damit haben wir nun die Voraussetzungen geschaffen, um zunächst den Begriff der primitiv rekursiven Funktion einzuführen.

Definition 1.5.4: Die Klasse PR der primitiv rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt definiert:

(i) die Grundfunktionen gehören zu PR, (ii) alle Funktionen, welche aus Funktionen in PR durch Komposition und Rekursion erzeugt werden, gehören zu PR.

Keine andere Funktion gehört zu PR.

Beispiel 1.5.1: Viele der bekannten zahlentheoretischen Funktionen sind primitiv rekursiv. Wir weisen das für einige Funktionen nach.

(a) “x + y” ist primitiv rekursiv: die Additionsfunktion f(x, y) = x + y ist rekursiv definiert als f(0, y) = y, f(x + 1, y) = f(x, y) + 1. Diese Definition kann geschrieben werden als f(x, y) = { proj^1(y), falls x = 0, succ(proj^3_2(x − 1, f(x − 1, y), y)), falls x > 0.

“x+y” entsteht also aus den Grundfunktionen durch Rekursion und Komposition.

(b) “x · y” ist primitiv rekursiv: die Multiplikationsfunktion g(x, y) = x · y ist rekursiv definiert als g(0, y) = 0, g(x + 1, y) = g(x, y) + y.

Diese Definition kann geschrieben werden als g(x, y) = { null(y), falls x = 0, r(x − 1, g(x − 1, y), y), falls x > 0. Dabei sei f(x, y) = x + y wie oben, und

r(y, v, w) = f(proj^3_2(u, v, w), proj^3(u, v, w)).

Die unäre Nullfunktion null(y) = 0 entsteht aus null() durch Komposition (dabei ist k = 0 in Def. 1.5.1). “x · y” entsteht also aus den Grundfunktionen durch Rekursion und Komposition.

(c) “x!” ist primitiv rekursiv: die Rekursionsgleichungen sind 0! = 1, (x + 1)! = x! · succ(x).

Die Funktion h(x) = x! kann also geschrieben werden als h(x) = { succ(null()), falls x = 0, s(x − 1, h(x − 1)), falls x > 0, wobei s(x_1, x_2) = succ(x_1) · x_2.

Die Faktoriellenfunktion “x!” ist also primitiv rekursiv.

In den folgenden Beispielen primitiv rekursiver Funktionen überlassen wir es dem Leser zu überprüfen, daß die Rekursionsgleichungen in die exakte Gestalt gebracht werden können, wie sie von der Definition gefordert wird. (d) “x^y”: die Rekursionsgleichungen sind x^0 = 1, x^{y+1} = x^y · x.

(e) “pred(x)”: die Vorgängerfunktion pred(x) ist folgendermaßen definiert:

pred(x) = { 0, falls x = 0, x − 1, sonst.

(f) Die modifizierte Differenz “x . − y” ist definiert als x . − y = { x − y, falls x ≥ y, 0, falls x < y.

Die Rekursionsgleichungen sind x . − 0 = x, x . − (t + 1) = pred(x . − t).

(g) Die Abstandsfunktion | x − y | ist definiert als Absolutwert der Differenz zwischen x und y. Sie kann dargestellt werden als | x − y |= (x . − y) + (y . − x).

Unter einem Prädikat verstehen wir einfach eine Funktion, welche nur die Werte 0 oder 1 annimmt. Interpretieren wir 1 als “wahr” und 0 als “falsch”, so erhalten wir die übliche Vorstellung von einem Prädikat als boolescher Funktion. Da also Prädikate nichts anderes als spezielle zahlentheoretische Funktionen sind, können wir problemlos von primitiv rekursiven Prädikaten sprechen.

Beispiel 1.5.2: Die folgenden Prädikate sind primitiv rekursiv.

(a) Das Prädikat istnull(x) ist definiert als

istnull(x) = { 1, falls x = 0, 0, falls x ≠ 0.

Wir können auch schreiben istnull(x) = 1 . − x. (b) Das Gleichheitsprädikat “x = y” entspricht der Funktion d(x, y) = { 1, falls x = y, 0, falls x ≠ y.

Das Gleichheitsprädikat ist also primitiv rekursiv, da wir schreiben können d(x, y) = istnull(| x − y |).

(c) Das Prädikat “x ≤ y” ist einfach die Funktion istnull(x . − y). Satz 1.5.1: Sind P, Q primitiv rekursive Prädikate, dann sind auch ¬P, P ∨ Q, P ∧ Q primitiv rekursiv.

Beweis: ¬P = istnull(P ), somit ist ¬P primitiv rekursiv.

Die Konjunktion ist primitiv rekursiv wegen P ∧ Q = P · Q.

Schließlich sieht man aus der Regel von De Morgan, P ∨ Q ⇐⇒ ¬(¬P ∧ ¬Q), daß auch die Disjunktion primitiv rekursiv ist.

Satz 1.5.2: Seien g und h primitiv rekursive Funktionen und P ein primitiv rekursives Prädikat. Sei f die folgendermaßen definierte Funktion f(x_1, . . . , x_n) = { g(x_1, . . . , x_n) falls P (x_1, . . . , x_n) h(x_1, . . . , x_n) sonst.

Dann ist auch f primitiv rekursiv.

Beweis: Das sieht man sofort aus der Beziehung f(x_1, . . . , x_n) = g(x_1, . . . , x_n) · P (x_1, . . . , x_n) + h(x_1, . . . , x_n) · (¬P (x_1, . . . , x_n)). Satz 1.5.3: Sei f(t, x_1, . . . , x_n) eine primitiv rekursive Funktion. Dann sind auch die folgendermaßen definierten Funktionen g und h primitiv rekursiv. g(y, x_1, . . . , x_n) = y∑ t=0 f(t, x_1, . . . , x_n),

h(y, x_1, . . . , x_n) = y∏ t=0 f(t, x_1, . . . , x_n).

Beweis: Es gelten die Rekursionsgleichungen g(0, x_1, . . . , x_n) = f(0, x_1, . . . , x_n), g(t + 1, x_1, . . . , x_n) = g(t, x_1, . . . , x_n) + f(t + 1, x_1, . . . , x_n). Da die Addition primitiv rekursiv ist, ist auch g primitiv rekursiv.

Analog verfährt man mit h(0, x_1, . . . , x_n) = f(0, x_1, . . . , x_n), h(t + 1, x_1, . . . , x_n) = h(t, x_1, . . . , x_n) · f(t + 1, x_1, . . . , x_n). (Warum ist es nicht zielführend, den Beweis durch Induktion über y zu versuchen?) Satz 1.5.4: Sei P (t, x_1, . . . , x_n) ein primitiv rekursives Prädikat. Dann sind auch die folgenden Prädikate primitiv rekursiv, (∀t)_{≤y}P (t, x_1, . . . , x_n) und (∃t)_{≤y}P (t, x_1, . . . , x_n).

Beweis: Das folgt sofort aus der Beobachtung

(∀t)_{≤y}P (t, x_1, . . . , x_n) ⇐⇒ [^y∏ t=0 P (t, x_1, . . . , x_n) ] = 1

und (∃t)_{≤y}P (t, x_1, . . . , x_n) ⇐⇒ [^y∑ t=0 P (t, x_1, . . . , x_n) ] ≠ 0.

Beispiel 1.5.3: Die folgenden Prädikate sind primitiv rekursiv.

(a) “y | x”, also das Prädikat “y teilt x”. y | x ⇐⇒ (∃t)_{≤x}(y · t = x).

(b) “Prime(x)”, also das Prädikat “x ist eine Primzahl”. Prime(x) ⇐⇒ (x ≥ 2) ∧ (∀t)_{≤x}{t = 1 ∨ t = x ∨ ¬(t | x)}.

Wie wir also gesehen haben, umfaßt die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen eine große Anzahl der typischen zahlentheoretischen Funktionen und Prädikate. Alle diese primitiv rekursiven Funktionen sind (Turing-)berechenbar. Es gibt aber andererseits berechenbare Funktionen, welche nicht primitiv rekursiv sind. Ein klassisches Beispiel dafür ist die Ackermannfunktion

ack(0, y) = y + 1, ack(x, 0) = ack(x − 1, 1), ack(x, y) = ack(x − 1, ack(x, y − 1)), sonst.

Einen Beweis dieser Tatsache findet man etwa in [DW]. Um auch solche Funktionen behandeln zu können, muß man die Klasse PR erweitern um das Konstruktionsprinzip der Minimalisierung. Dadurch erhält man dann die Klasse der rekursiven Funktionen, welche dann tatsächlich mit den berechenbaren Funktionen übereinstimmt.

Definition 1.5.5: Sei P (y, x_1, . . . , x_n) ein Prädikat und sei min_y P (y, x_1, . . . , x_n) die (partielle) Funktion, welche den kleinsten Wert y ergibt, sodaß das Prädikat P (y, x_1, . . . , x_n) wahr ist, falls ein solches y existiert. Andernfalls ist min_y P (y, x_1, . . . , x_n) undefiniert.

Definition 1.5.6: Die Klasse R der rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt definiert:

(i) die Grundfunktionen gehören zu R, (ii) alle Funktionen, welche aus Funktionen (und Prädikaten) in R durch Komposition, Rekursion und Minimalisierung erzeugt werden, gehören zu R.

Keine andere Funktion gehört zu R.

2. Komplexität von Algorithmen

2.1. Komplexitätsmaße

Wie wachsen die Kosten für Zeit und Raum für die Ausführung eines Algorithmus, wenn die Größe des Problems wächst? Das ist das Komplexitätsproblem für Algorithmen. Bevor man über das Komplexitätsverhalten eines Algorithmus sprechen kann, muß man ein Maß für die Problemgröße festlegen. So könnte ein Maß für die Größe eines Matrizenmultiplikationsproblems etwa die größte Dimension der Matrizen sein, oder ein Maß für die Größe eines Graphenproblems könnte die Zahl der Kanten sein.

Definition 2.1.1: (informal) Der Zeitaufwand, der für die Ausführung eines Algorithmus benötigt wird, ausgedrückt als Funktion der Problemgröße, heißt die Zeitkomplexität des Algorithmus. Das Grenzverhalten der Komplexität, wenn die Problemgröße gegen ∞ tendiert, heißt die asymptotische Zeitkomplexität des Algorithmus. Analog kann man die Raumkomplexität und die asymptotische Raumkomplexität eines Algorithmus definieren. Wird für eine gegebene Problemgröße die Komplexität als maximale Komplexität über alle Eingaben dieser Größe gemessen, so spricht man von der worst– case Komplexität. Wird die Komplexität als mittlere Komplexität über alle Eingaben einer festen Größe gemessen, so spricht man von der erwarteten oder durchschnittlichen Komplexität.

Im allgemeinen werden wir die worst–case Komplexität eines Algorithmus messen, da sie mathematisch leichter handhabbar ist als die erwartete Komplexität. Man muß sich aber darüber im klaren sein, daß der Algorithmus mit der besten worst–case Komplexität nicht notwendigerweise auch die beste erwartete Komplexität besitzt. Bei der Bestimmung der Komplexität eines Algorithmus ist man nur an der Ordnung der Komplexitätsfunktion interessiert, d.h. additive und multiplikative Konstante werden vernachlässigt.

Definition 2.1.2: Eine Funktion g(n) auf den natürlichen Zahlen ist O(f(n)) (von der Ordnung f(n) ), falls g(n) ≤ c · f(n) für eine positive reelle Konstante c und alle genügend großen n (n ≥ N für ein N ∈ N ).

Beispiel 2.1.1: a) 6n^2 + 7n ist O(n^2), denn 6n^2 + 7n ≤ 7n^2 für n ≥ 7. b) log_a n ist O(log_b n) für a, b ∈ R^+, denn log_a n = log_a b · log_b n.

Nun könnte man annehmen, daß eine Steigerung der Geschwindigkeit von Rechenmaschinen die Entwicklung schneller Algorithmen überflüssig machen würde. Es tritt jedoch gerade der gegenteilige Effekt ein. Werden die Computer immer schneller und können wir dadurch immer größere Probleme behandeln, so ist es schließlich das Komplexitätsverhalten der Algorithmen welches die Umsetzbarkeit der schnelleren Hardware in größere Probleme bestimmt. Nehmen wir etwa an wir hätten fünf Algorithmen A_1, . . . , A_5 mit der folgenden Zeitkomplexität: Algorithmus Zeitkomplexität A_1 n A_2 n log n A_3 n^2 A_4 n^3 A_5 2^n

Die Zeitkomplexität ist die Anzahl der Zeiteinheiten (etwa Millisekunden), die benötigt werden, um eine Eingabe der Größe n zu verarbeiten. Die folgende Tabelle gibt an, wie die Größe der verarbeitbaren Problem wächst mit der dafür aufgewendeten Zeit.

Algorithmus Zeitkomplexität Laufzeit 1 Sek. 1 Min. 1 Std.

A_1 n 1 000 6 × 10^4 3.6 × 10^6 A_2 n log n 140 4 893 2.0 × 10^5 A_3 n^2 31 244 1 897 A_4 n^3 10 39 153 A_5 2^n 9 15 21

Nehmen wir nun an, daß die nächste Generation von Computern zehn mal so schnell sei wie die derzeitige. Die folgende Tabelle stellt dar, wie stark sich die Zunahme der Geschwindigkeit auswirkt auf die Größe der Probleme, die behandelt werden können.

Algorithmus Zeitkomplexität maximale Problemgröße. . .

. . . vor speed-up . . . nach speed-up A_1 n s_1 10s_1 A_2 n log n s_2 ∼ 10s_1 für große s_2 A_3 n^2 s_3 3.16s_3 A_4 n^3 s_4 2.15s_4 A_5 2^n s_5 s_5 + 3.3

Betrachten wir andererseits den Gewinn, wenn wir von einem langsamen Algorithmus zu einem schnelleren übergehen. Ersetzt man etwa A_4 durch A_3, so kann man in einer Minute ein sechs mal so großes Problem lösen; ersetzt man A_4 durch A_2, so kann man ein 125 mal so großes Problem lösen. Der Unterschied wird noch gravierender, wenn man die Rechenzeit erhöht.

2.2. Komplexität von RAM Programmen

Die Zeitkomplexität eines RAM Programms ergibt sich als Summe der benötigten Zeit für jede Instruktion des Programms. Analog ergibt sich die Raumkomplexität eines RAM Programms als Summe des benötigten “Raumes” für jedes angesprochene Register. Wir betrachten zwei verschiedene Kostenkriterien für RAM Programme. Unter dem uniformen Kostenkriterium benötigt jede RAM Instruktion eine Zeiteinheit und jedes Register eine Raumeinheit. Wenn nichts anderes ausdrücklich vereinbart ist, werden wir immer das uniforme Kostenkriterium zur Beurteilung der Komplexität von RAM Programmen heranziehen.

Das logarithmische Kostenkriterium zieht in Betracht, daß auf allen gegenwärtig verfügbaren Rechnern ein Speicherwort beschränkt ist, die Anzahl der benötigten Speicherworte für ein Register also abhängt von der Länge des Inhalts. Im allgemeinen braucht man ⌊log n⌋ + 1 Bits, um eine Zahl n binär darzustellen. Sei l(n) die folgende logarithmische Funktion auf den ganzen Zahlen: l(n) = { ⌊log | n |⌋ + 1, falls n ≠ 0 1, falls n = 0.

Die logarithmischen Kosten t(a) für die verschiedenen Formen eines Operanden a sind also Operand a Kosten t(a)

=i l(i)
i l(i) + l(c(i))
*i l(i) + l(c(i)) + l(c(c(i))) .

Das logarithmische Kostenkriterium basiert auf der Annahme, daß die Kosten für die Ausführung einer Instruktion proportional sind zur Länge des Operanden. Die logarithmischen Kosten der einzelnen RAM Instruktionen sehen wie folgt aus (dabei sind t(a) die Kosten des Operanden a): Instruktion Kosten 1. LOAD a t(a) 2. STORE i l(c(0)) + l(i) STORE *i l(c(0)) + l(i) + l(c(i)) 3. ADD a l(c(0)) + t(a) 4. SUB a l(c(0)) + t(a) 5. MULT a l(c(0)) + t(a) 6. DIV a l(c(0)) + t(a) 7. READ i l(input) + l(i) READ *i l(input) + l(i) + l(c(i)) 8. WRITE a t(a)

9. JUMP b 1 10. JGTZ b l(c(0)) 11. JZERO b l(c(0)) 12. HALT 1

Die logarithmische Raumkomplexität eines RAM Programms ist die Summe über alle verwendeten Register, Akkumulator eingeschlossen, von l(x_i), wobei x_i die betragsmäßig größte in Register i gespeicherte Zahl ist.

Nach welchem Kostenkriterium man die Komplexität eines Algorithmus mißt hängt natürlich davon ab wie große Zahlen vom Algorithmus verarbeitet werden. Kann man annehmen, daß jede Zahl, die im Laufe einer Berechnung auftritt, in ein Computerwort paßt, so ist das uniforme Kostenkriterium angebracht. Andernfalls könnte das logarithmische Kostenkriterium eine realistischere Analyse ergeben.

Beispiel 2.2.1: Wir bestimmen die Zeit– und Raumkomplexität des RAM Programms aus Beispiel 1.3.1 zur Berechnung der Funktion f(n) = { n^n für n > 0, 0 sonst.

Die Zeitkomplexität des Programms ist beherrscht von der Schleife um die MULT Instruktion. Wenn die MULT Instruktion zum i–ten mal ausgeführt wird, enthält der Akkumulator n^i und Register 2 enthält n. n − 1 solche MULT Intruktionen werden ausgeführt. Unter dem uniformen Kostenkriterium kostet jede MULT Intruktion eine Zeiteinheit, die Ausführung aller dieser MULT Instruktionen benötigt also O(n) Zeit. Unter dem logarithmischen Kostenkriterium kostet die i–te MULT Instruktion l(n^i) + l(n) = (i + 1) log n Zeit, die Kosten für die Ausführung aller MULT Instruktionen betragen also ∑_{n−1} i=1 (i + 1) log n ,

das ist O(n^2 log n). Alle anderen Operationen sind von nicht größerer Komplexität.

Die Raumkomplexität ist nur vom Inhalt der Register 0 bis 3 abhängig. Somit ist unter dem uniformen Kostenkriterium die Raumkomplexität einfach O(1). Unter dem logarithmischen Kostenkriterium ist die Raumkomplexität O(n log n), da n^n die größte Zahl ist, die in einem dieser Register gespeichert wird, und l(n^n) ≃ n log n. uniforme logarithmische Kosten Kosten

Zeitkomplexität O(n) O(n^2 log n) Raumkomplexität O(1) O(n log n)

Das uniforme Kostenkriterium ist nur für sehr kleine n realistisch. Paßt n^n nicht mehr in ein Computerwort, so ist auch das logarithmische Kostenkriterium unrealistisch. Es nimmt nämlich an, daß zwei Zahlen m und n in Zeit O(l(m) + l(n)) miteinander multipliziert werden können. Es ist jedoch nicht bekannt, ob das möglich ist.

Beispiel 2.2.2: Für das RAM Programm in Beispiel 1.3.2 hängt die Komplexität in folgender Weise von der Länge n des Inputs ab: uniforme logarithmische Kosten Kosten

Zeitkomplexität O(n) O(n log n) Raumkomplexität O(1) O(log n)

Paßt n nicht mehr in ein Computerwort, so ist das logarithmische Kostenkriterium ziemlich realistisch.

Satz 2.2.1: Sowohl unter dem uniformen als auch dem logarithmischen Kostenkriterium gibt es für jedes RAM Programm P mit Zeitkomplexität T (n) eine Konstante k und ein äquivalentes RASP Programm P^′ mit Zeitkomplexität kT (n).

Beweis: Dazu betrachten wir den Teil (a) des Beweises von Satz 1.3.1. Im dort konstruierten RASP Programm P^′ kommen für jede RAM Instruktion höchstens 6 RASP Instruktionen vor. Unter dem uniformen Kostenkriterium ist also die Zeitkomplexität von P^′ höchstens 6T (n). Durch detailierte Untersuchung des Programms P^′ stellt man fest, daß die Behauptung auch für das logarithmische Kostenkriterium gilt mit k = 6 + 11 · l(r), wobei r der im Beweis von Satz 1.3.1 erstellte Verschiebungsfaktor ist.

Satz 2.2.2: Sowohl unter dem uniformen als auch dem logarithmischen Kostenkriterium gibt es für jedes RASP Programm P^′ mit Zeitkomplexität T (n) eine Konstante k und ein äquivalentes RAM Programm p mit Zeitkomplexität kT (n).

Beweis: Durch Analyse des Teils (b) des Beweises von Satz 1.3.1.

2.3. Komplexität von Turing–Maschinen

Definition 2.3.1: Die (worst–case) Zeitkomplexität T (n) einer Turing–Maschine M ist die maximale Anzahl von Rechenschritten (Übergang von einer Konfiguration zur nächsten) zur Abarbeitung einer beliebigen Eingabe der Länge n. Gibt es ein Eingabewort der Länge n, für welches die Turing–Maschine nicht hält, so ist T (n) undefiniert. Die (worst–case) Raumkomplexität S(n) von M ist die maximale Distanz vom linken Bandende, welche einer der LS–Köpfe im Laufe der Abarbeitung eines Eingabewortes der Länge n zurücklegt. Gibt es eine Eingabe der Länge n für welche sich einer der LS–Köpfe unbegrenzt nach rechts bewegt, dann ist S(n) undefiniert.

Eine nichtdeterministische Turing–Maschine M hat die Zeitkomplexität T (n), falls bei einer Eingabe der Länge n keine Folge von nichtdeterministischen Wahlen existiert, welche eine Berechnung länger als T (n) bedingt. Eine nichtdeterministische Turing– Maschine M hat die Raumkomplexität S(n), falls bei einer Eingabe der Länge n keine Folge von nichtdeterministischen Wahlen existiert, welche M auf einem der Bänder mehr als S(n) Zellen bearbeiten läßt. Vgl. [HU], p.288.

Beispiel 2.3.1: Wir bestimmen die Komplexität der Turing–Maschine M_1 aus Beispiel 1.4.1 zur Erkennung der Sprache L = {0^m1^m|m ∈ N }. Das Eingabewort w habe die Länge n. In der Hauptberechnungsschleife werden jeweils 2 Symbole von w ausgekreuzt (durch X bzw. Y ersetzt). Die Schleife kann also höchstens (n + 1)/2 mal ausgeführt werden. Die Anzahl der Schritte für einen Schleifendurchlauf setzt sich zusammen aus den Schritten für die Suche nach rechts (höchstens n + 1 Schritte), der Bewegung nach links (höchstens n Schritte) und der Bewegung zum nächsten Symbol (1 Schritt), sie kann also höchstens 2n + 2 betragen. Somit werden zur Abarbeitung aller Schleifendurchläufe höchstens (2n + 2) · (n + 1)/2 = (n + 1)^2 Schritte benötigt. Die Schlußbehandlung kann in n Schritten durchgeführt werden. Die Zeitkomplexität von M_1 ist also O(n^2).

Der LS–Kopf bewegt sich höchstens um eine Position über das Eingabewort hinaus, die Raumkomplexität von M_1 ist also O(n).

Definition 2.3.2: Zwei zahlentheoretische Funktionen f_1(n) und f_2(n) (also f_1, f_2 : N → N ) sind in polynomialer Relation, wenn es Polynome p_1(x) und p_2(x) mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, sodaß für alle natürlichen Zahlen n gilt f_1(n) ≤ p_1(f_2(n)) und f_2(n) ≤ p_2(f_1(n)).

Beispiel 2.3.2: Die Funktionen f_1(n) = 2n^2 und f_2(n) = n^5 sind in polynomialer Relation; dazu können wir p_1(x) = 2x und p_2(x) = x^3 wählen, da 2n^2 ≤ 2n^5 und n^5 ≤ (2n^2)^3.

a^n und b^n sind in polynomialer Relation für a, b > 1. Für p(x) = x^{⌈logb a⌉} gilt a^n = (b^{logb a})^n = (b^n)^{logb a} ≤ p(b^n).

Die Funktionen n^2 und 2^n sind jedoch nicht in polynomialer Relation, da es kein Polynom p(x) gibt, für welches gelten würde p(n^2) ≥ 2^n für alle n.

Satz 2.3.1: Das RAM/RASP Modell unter dem logarithmischen Kostenkriterium und das Turing–Maschinen Modell sind in polynomialer Relation; d.h. die Komplexitätsfunktionen der beiden Modelle sind in polynomialer Relation.

Der Beweis des Satzes 2.3.1 ergibt sich aus einer Analyse der Simulation einer RAM durch eine Turing–Maschine und umgekehrt. Unter dem uniformen Kostenkriterium kann jede Turing–Maschine mit Komplexität O(T (n)) durch ein RAM Programm mit Komplexität O(T^2(n)) simuliert werden. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Unter dem uniformen Kostenkriterium kann nämlich eine RAM in O(n) Schritten die Zahl 2^{2n} berechnen (2^{2n} = 2^{2n−1·2} = (2^{2n−1} )^2). Eine Turing–Maschine braucht bereits 2^n Zellen nur um diese Zahl zu speichern.

3. Effiziente Algorithmen und ihre Komplexität

3.1. Multiplikation ganzer Zahlen

Der “klassische” Algorithmus zur Multiplikation zweier ganzer Zahlen x und y hat die Komplexität l(x) · l(y), da im wesentlichen jede Ziffer von x mit jeder Ziffer von y multipliziert werden muß. Um zwei Zahlen der Länge n zu multiplizieren, braucht man also O(n^2) Zeit.

Im Jahre 1962 hatten A. Karatsuba und Yu. Ofman^{1)} eine Idee, wie man einen Multiplikationsalgorithmus mit besserem Komplexitätsverhalten konstruieren könnte. Sei β der Radix der Zahldarstellung. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Länge n der beiden Multiplikanden x und y wäre eine Potenz von 2. Wir zerschlagen die Zahlen jeweils in zwei Teile x = a · β^{n/2} + b, y = c · β^{n/2} + d, (3.1.1)

wobei jeder dieser Teile die Länge n/2 hat. Das Produkt ergibt sich dann als z = x · y = ac · β^n + (ad + bc) · β^{n/2} + bd = ac · β^n + ( (a + b)(c + d) − ac − bd ) · β^{n/2} + bd. (3.1.2)

Zur Berechnung von xy genügen also drei Multiplikationen (n/2)–stelliger Zahlen und einige Additionen und Verschiebungen um Potenzen von β. Diese Operationen brauchen nur O(n) Zeit. Wir erhalten das Programm begin u ← (a + b) ∗ (c + d);

v ← a ∗ c; (3.1.3) w ← b ∗ d; z ← v ∗ β^n + (u − v − w) ∗ β^{n/2} + w end Zur Berechnung der Produkte u, v und w wird die Multiplikationsprozedur rekursiv angewandt.

Wir nehmen bis auf weiteres an, daß a + b und c + d jeweils (n/2)–stellige Zahlen wären und ignorieren somit den möglichen Übertrag, der bei der Addition von a und

1) A. Karatsuba und Yu. Ofman: Dokl. Akad. Nauk SSSR 145, 293–294 (1962) [englische Übersetzung: Multiplication of Multidigit Numbers on Automata, Soviet Phys. Dokl. 7, 595–596 (1963)].

b entstehen und zu einer (n/2 + 1)–stelligen Zahl führen kann. Die Zeit für die Multiplikation zweier n–stelliger Zahlen ist also nach oben beschränkt durch

T (n) = { k, für n = 1 3T (n/2) + kn, für n > 1, (3.1.4)

wobei kn eine obere Schranke für die Additionen und Verschiebungen in (3.1.3) ist. Als Lösung von (3.1.4) erhalten wir

T (n) = 3k n^{log 3} − 2kn, (3.1.5)

was durch Induktion leicht zu beweisen ist^{2)}:

die Basis, für n = 1 = 2^0, ist trivial. Erfüllt T (n) = 3k n^{log 3} − 2kn die Beziehung (3.1.4), so gilt auch

T (2n) = 3T (n) + 2kn

= 3(3k n^{log 3} − 2kn) + 2kn = 3k · 2^{log 3} · n^{log 3} − 6kn + 2kn = 3k(2n)^{log 3} − 2k(2n).

Wir kehren zurück zum Problem, daß a + b und c + d eventuell die Länge n/2 + 1 haben könnten. In diesem Fall schreiben wir a+b als a_1β^{n/2} +b_1, wobei a_1 das führende Bit von a + b ist und b_1 die restlichen Bits. Ebenso schreiben wir c + d als c_1β^{n/2} + d_1. Das Produkt (a + b)(c + d) ergibt sich nun als

a_1c_1 · β^n + (a_1d_1 + b_1c_1) · β^{n/2} + b_1d_1. (3.1.6)

Der Term b_1d_1 wird durch eine rekursive Anwendung der Multiplikationsprozedur auf Zahlen der Länge n/2 berechnet. Die übrigen Multiplikationen in (3.1.6) sind entweder Multiplikationen mit einem einzigen Bit oder Verschiebungen, haben also die Komplexität O(n).

Somit ist die Zeitkomplexität des Karatsuba Algorithmus O(n^{log 3}) ≃ O(n^{1.59}). Bisher haben wir nur Potenzen von 2 als Längen n zugelassen. Ist n keine Potenz von 2, so erhöhen wir die Länge (durch Hinzufügen führender Nullen) zur nächsten Potenz von 2. Dabei wird die Länge höchstens verdoppelt. Der Faktor 2 kann aber in der asymptotischen Komplexität vernachlässigt werden, denn O((2n)^{log 3}) = O(n^{log 3}).

2) log ist dabei der Logarithmus zur Basis 2.

Satz 3.1.1 (Karatsuba): Zwei Zahlen der Länge n können in Zeit O(n^{log 3}) multipliziert werden.

Beispiel 3.1.1: Wir betrachten das folgende Zahlenbeispiel für den Karatsuba Algorithmus. Der Radix β der Zahlendarstellung sei dabei 10.

x = 3141 a = 31 b = 41 y = 5927 c = 59 d = 27

u = (a + b)(c + d) = 72 × 86 = 6192 v = ac = 31 × 59 = 1829 w = bd = 41 × 27 = 1107 xy = 1829 × 10000 + (6192 − 1829 − 1107) × 100 + 1107 = 18616707

Der Karatsuba Algorithmus ist ein Beispiel für einen “divide–and–conquer” Algorithmus. Dabei wird ein Problem dadurch gelöst, daß es in mehrere Teilprobleme geringerer Problemgröße zerlegt wird. Die Zeitkomplexität eines solchen Algorithmus ist bestimmt von der Anzahl und Größe der Teilprobleme und zu einem geringeren Ausmaß vom Arbeitsaufwand für die Zerlegung des Problems. Rekursionsrelationen der Art (3.1.4) treten bei der Analyse rekursiver “divide–and–conquer” Algorithmen häufig auf. Der folgende Satz gibt Auskunft über die Lösung solcher Rekursionsrelationen. Dabei betrachten wir den Fall, daß ein Problem der Größe n zerlegt wird in a Probleme der Größe n/c. Der Aufwand für die Zerlegung und anschließende Kombination der Teilergebnisse sei b · n.

Satz 3.1.2: Seien a, b und c natürliche Zahlen. Die Lösung der Rekursionsrelation

T (n) = { b, für n = 1, aT (n/c) + bn, für n > 1 für eine Potenz n von c ist

T (n) = O(n), falls a < c, O(n log n), falls a = c, O(n^{logc a}), falls a > c.

Beweis: Wir zeigen zunächst für alle Potenzen n von c

T (n) = bn log_c n∑

i=0 r^i, wobei r = a/c.

Die Basis, für n = c^0 = 1, ist klar. Erfüllt nun T (n) = bn ∑_{logc n} i=0 r^i die Rekursionsrelation, so gilt auch T (cn) = aT (n) + bcn = a ( bn ∑_{logc n} i=0 r^i ) + bcn = b(cn) (_a c · ∑_{logc n} i=0 r^i + 1 ) = b(cn) · ∑_{logc (cn)} i=0 r^i.

Ist a < c, dann konvergiert die geometrische Reihe ∑_∞ i=0 r^i, also T (n) ist O(n).

Ist a = c, so ist jeder der O(log n) Summanden in T (n) 1, also T (n) ist O(n log n).

Ist a > c, dann ist die partielle Summe der geometrischen Reihe T (n) = bn · r^{1+logc n} − 1 r − 1 ≤ bn · r r − 1 · r^{logc n} ≤ 2bn · a^{logc n} c^{logc n} =n^{log}c^c=n

= 2b · a^{logc n},

also O(a^{logc n}), oder anders ausgedrückt O(n^{logc a}). Dabei haben wir das allgemeine Gesetz u^{logs v} = v^{logs u} verwendet.

Ist die Problemgröße n keine Potenz von c, so kann man gewöhnlich ein Problem der Größe n einbetten in ein Problem der Größe n^′, wobei n^′ die nächst größere Potenz von c ist. Die asymptotische Wachstumsrate aus Satz 2.1.3 gilt also für beliebiges n.

Aus Satz 3.1.2 sehen wir, daß man durch die Zerlegung eines Problems (bei linearem Aufwand für die Zerlegung) in zwei Unterprobleme der halben Größe einen O(n log n) Algorithmus erhält. Ist die Anzahl der Unterprobleme 3, 4 oder 8, dann ist der Algorithmus von der Ordnung n^{log 3}, n^2 oder n^3. Zerlegt man das Problem in 4, 9 oder 16 Unterprobleme der Größe n/4, so erhält man einen Algorithmus der Ordnung n log n, n^{log 3} oder n^2. Man könnte also einen asymptotisch schnelleren Muliplikationsalgorithmus dadurch erhalten, daß man die Multiplikanden in 4 Teile zerlegt und das Produkt ausdrückt in Termini von 8 oder weniger Produkten der Teile. D.E. Knuth^{3)} beweist

3) D.E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 2, Addison–Wesley, Reading, Massachusetts (1969).

Satz 3.1.3: Für jede positive reelle Zahl ϵ gibt es einen Multiplikationsalgorithmus für natürliche Zahlen, welcher zur Multiplikation zweier Zahlen der Länge ≤ n Zeit O(n^{1+ϵ}) braucht.

Den bisher bekannten Algorithmus mit der besten asymptotischen Komplexität erhält man durch Verwendung der schnellen Fourier Transformation. Es ist dies der Algorithmus von Schönhage und Strassen; seine Komplexität ist O(n log n log log n). Wir verweisen dazu auf [AHU], [Lip] und [Sed].

Jede Verbesserung der Komplexität der Multiplikation zieht auch eine Komplexitätsverbesserung anderer Operationen auf den ganzen Zahlen nach sich. Sei M(n) die Zeit für die Multiplikation zweier n–stelliger Zahlen, D(n) die Zeit um eine 2n– stellige Zahl durch eine n–stellige Zahl zu dividieren, so gilt der folgende Satz.

Satz 3.1.4: Die Komplexitätsfunktionen M(n) und D(n) unterscheiden sich nur um einen konstanten Faktor.

Beweis: [AHU] Theorem 8.5.

3.2. Multiplikation von Polynomen

Die “klassische Methode zur Multiplikation von Polynomen p(x) = ∑_m i=0 p_ix^i und q(x) = ∑_n j=0 q_j x^j über einem Ring R benutzt die Formel

r(x) = p(x) · q(x) = m+n∑ l=0 ( ∑ i+j=l p_i · q_j ) x^l.

Sind p und q Polynome in ν Variablen in dichter Darstellungsweise, so ist der Zeitaufwand für die Multiplikation von p und q abschätzbar durch

M(p_0, q_o) · ν∏ i=1 (1 + deg_i p)(1 + deg_i q),

wobei p_0 und q_0 die größten Koeffizienten in p und q sind und M(r, s) eine Komplexitätsabschätzung für die Multiplikation von Elementen r, s in R ist. Ist etwa M(r, s) von der Ordnung 1, so ist die Zeit für die Multiplikation zweier Polynome vom Grad ≤ n in jeder der ν Variablen O(n^{2ν} ) = O((n^ν )^2).

Für den Fall dichter Polynome ist es auch sinnvoll, die Karatsuba Methode zur Multiplikation anzuwenden. Dazu zerlegen wir

p(x) = p_1(x) · x^{⌈n/2⌉} + p_0(x) und q(x) = q_1(x) · x^{⌈n/2⌉} + q_0(x).

Es gilt nun

r(x) = p(x) · q(x) = p_1q_1x^{2⌈n/2⌉} + ( (p_1 + p_0)(q_1 + q_0) − p_1q_1 − p_0q_0 ) x^{⌈n/2⌉} + p_0q_0.

Man kommt also mit drei Teilmultiplikationen aus, wobei die Multiplikanden jeweils vom Grad ≤ ⌈n/2⌉ sind. Daraus ergibt sich (wiederum unter der Annahme M(r, s) = O(1)) die Zeilkomplexität O(n^{ν·log2 3}) = O((n^ν )^{log2 3}) für die Multiplikation zweier Polynome mit Grad ≤ n in jeder der ν Variablen.

3.3. Evaluierung von Polynomen

Es sei das Polynom p(x) = ∑_n i=0 p_ix^i in der Variablen x über dem Ring R und ein Element x_0 aus R gegeben. Gesucht ist der Wert von p an der Stelle x_0, also p(x_0).

Man könnte nun sukzessive p_0, p_1x, . . . , p_nx^n berechnen und bräuchte auf diese Weise 2n − 1 Multiplikationen und n Additionen im Ring R zur Berechnung von p(x_0). Eine wesentliche Verbesserung der Komplexität läßt sich jedoch mit der Hornerschen Regel erreichen. Dabei wird p(x_0) nach dem Schema

p(x_0) = (. . . (p_nx_0 + p_{n−1}) · x_0 + . . .) · x_0 + p_0

berechnet. Dazu sind n Multiplikationen und n Additionen in R notwendig. Die Hornersche Regel ergibt sich aus der Division von p(x) durch x − a.

Zerlegt man das Polynom p(x) in der Art

p(x) = ⌊n/2⌋∑

j=0 a_jx^{2j} p^′ + ⌈n/2⌉−1 ∑ k=0 b_kx^{2k+1} p^{′′} ,

so ist p^′(x_0) = (. . . (a_{⌊n/2⌋}x^2_0 + a_{⌊n/2⌋−1})x^2_0 + . . .)x^2_0 + a_0 und p^{′′}(x_0) = ((. . . (b_{⌈n/2⌉−1}x^2_0 + b_{⌈n/2⌉−2})x^2_0 + . . .)x^2_0 + b_0)x_0.

Diese Methode nennt man die Hornersche Regel zweiter Ordnung. Um nun p(x_0) auf diese Weise zu berechnen, braucht man 1+⌊n/2⌋+⌈n/2⌉ = n+1 Multiplikationen und ⌊n/2⌋+(⌈n/2⌉−1)+1 = n Additionen in R. Das ist zwar keine Verbesserung gegenüber der Hornerschen Regel erster Ordnung, hat man aber sowohl p(x_0) als auch p(−x_0) zu berechnen, so kann man das durch eine einzige zusätzliche Addition erreichen. Die Hornersche Regel zweiter Ordnung ergibt sich aus der Division von p(x) durch x^2 − a^2.

4. Entscheidbarkeit — Unentscheidbarkeit

4.1. Akzeptierungsproblem und Halteproblem für Turing– Maschinen

Unter einem (Entscheidungs–) Problem verstehen wir eine Frage der Art “Ist die natürliche Zahl n ein Quadrat?” Für eine Festlegung des Parameters n ist die Antwort entweder “ja” oder “nein”. Eine Instanz eines Problems ist eine Liste von Argumenten, ein Argument für jeden Parameter des Problems. So ist etwa (15) eine Instanz des obigen Problems.

Einem Problem P mit Parametern p_1, . . . , p_k kann auf offensichtliche Weise eine Sprache L_P wie folgt zugeordnet werden:

L_P = {(n_1, . . . , n_k) | die Antwort auf die Instanz (n_1, . . . , n_k) des Problems P ist ”ja”}.

Definition 4.1.1: Ein Problem P , dessen Sprache L_P rekursiv ist, heißt entscheidbar. Andernfalls heißt P unentscheidbar. Ist L_P r.a., so sagt man auch P wäre semi– entscheidbar.

Definition 4.1.2: Zunächst bringen wir jede Turing–Maschine in eine gewisse kanonische Form, man spricht dabei von der Kodierung einer Turing–Maschine. Sei M eine Turing–Maschine mit Zustandsmenge {q_1, . . . , q_n}, Eingabealphabet {0, 1}, Bandalphabet {0, 1, ⊔}, Anfangszustand q_1, Endzustandsmenge F = {q_2} und Überführungsfunktion δ. Das stellt keine Einschränkung dar, da jedes Alphabet Σ in {0, 1} kodiert werden kann. Wir bezeichnen die Bewegungsrichtungen “links”, “rechts” mit D_1, D_2 (der Einfachheit halber lassen wir nicht zu, daß der LS–Kopf stationär bleibt; diese Situation kann aber immer durch eine Folge von rechts–links Bewegungen simuliert werden), und die Symbole 0,1,⊔ mit X_1, X_2, X_3. Eine allgemeine Operation von M hat also die Gestalt δ(q_i, X_j) = (q_k, X_l, D_m). Diese Operation wird kodiert als

0^i10^j10^k10^l10^m. (4.1.1)

Die Turing–Maschine M wird kodiert als

111 code_1 11 code_2 11 . . . 11 code_r 111, (4.1.2)

wobei jeder code_i die Form (4.1.1) hat und jede Operation von M von einem code_i kodiert ist. Die (bis auf Umordnung der code_i’s eindeutig bestimmte) Kodierung von M wird mit ⟨M⟩ bezeichnet.

Beispiel 4.1.1: Als Beispiel einer solchen Kodierung betrachten wir die Turing– Maschine M mit Q = {q_1, q_2, q_3}, Σ = {0, 1}, Γ = {0, 1, ⊔}, F = {q_2}, und δ(q_1, 1) = (q_3, 0, R), δ(q_3, 0) = (q_1, 1, R), δ(q_3, 1) = (q_2, 0, R), δ(q_3, ⊔) = (q_3, 1, L). Eine mögliche Kodierung von M (Version von ⟨M⟩) ist

11101001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010111.

Es ist also klar, daß die (Kodes von) Turing–Maschinen in einer Reihe M_1, M_2, M_3, . . . angeordnet werden können (etwa der Länge nach und alphabetisch bei gleicher Länge). Ebenso können die Wörter in {0, 1}^∗ in einer Reihe w_1, w_2, w_3, . . . angeordnet werden. Für i, j ∈ N definieren wir nun a_{ij} = { 0, falls w_i ∈ L(M_j), 1, sonst.

Auf diese Weise erhalten wir eine nach unten und rechts unendliche Matrix

Wörter

Turing-Maschine M_1 M_2 M_3 · · · w_1 a_{11} a_{12} a_{13} . . . w_2 a_{21} a_{22} a_{23} . . . w_3 a_{31} a_{32} a_{33} . . . . . . . . . . . ...

Definition 4.1.3: Wir benutzen die Diagonalelemente in dieser Matrix zur Definition der Diagonalsprache L_d = { w_j | a_{jj} = 1 }.

Also w_j ∈ L_d ⇐⇒ w_j ∉ L(M_j).

Satz 4.1.1: Die Diagonalsprache L_d ist nicht r.a.

Beweis: Angenommen es gäbe eine Turing–Maschine M_j , welche L_d akzeptiert. Daraus würde sich folgende Kontradiktion ergeben: falls w_j ∈ L_d, dann a_{jj} = 1, also w_j ∉

L(M_j). Andererseits, falls w_j ∉ L_d, dann a_{jj} = 0, also w_j ∈ L(M_j). L(M_j ) wäre also verschieden von L_d.

Definition 4.1.4: Das Akzeptierungsproblem für Turing–Maschinen ist das Problem, für eine gegebene Turing–Maschine M (mit Bandalphabet {0, 1, ⊔}) und ein gegebenes Wort w ∈ {0, 1}^∗ zu entscheiden, ob M das Wort w akzeptiert. Die zum Akzeptierungsproblem gehörige Sprache heißt die universelle Sprache. Sie ist definiert als L_u = { ⟨M⟩w | M akzeptiert w }.

L_u ist universell in dem Sinn, daß die Frage ob eine Folge w in {0, 1}^∗ von einer Turing–Maschine M (o.B.d.A. mit Bandalphabet {0, 1, ⊔}) akzeptiert wird äquivalent ist zur Frage ob ⟨M⟩w ∈ L_u.

Satz 4.1.2: L_u ist r.a.

Beweis: Wir konstruieren eine Turing–Maschine mit 3 Bändern M^3_u, welche L_u akzeptiert. Das erste Band von M^3_u ist das Eingabeband und enthält also eine Instanz ⟨M⟩w des Akzeptierungsproblems. Die Operationen der Turing–Maschine M sind zwischen den ersten zwei Blöcken von drei 1en auf dem ersten Band kodiert. Das zweite Band von M^3_u simuliert das Band von M. Auf dem dritten Band von M^3_u wird der Zustand q_i von M als 0^i abgespeichert. Die Turing–Maschine M^3_u funktioniert folgendermaßen:

(1) Überprüfe den Inhalt von Band 1 darauf hin, ob er mit einem Wort der Form (4.1.2) beginnt und es keine zwei Operationskodes gibt, welche mit 0^i10^j1 für dasselbe i und j beginnen. Weiters prüfe für jeden Operationskode 0^i10^j 10^k10^l10^m ob 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ l ≤ 3 und 1 ≤ m ≤ 2. Bei diesen Berechnungen kann Band 3 als Arbeitsband benutzt werden.

(2) Schreibe w, den Teil der Eingabe nach dem zweiten Block von drei 1en, auf Band 2. Schreibe 0 (die Kodierung für den Zustand q_1) auf Band 3. Alle LS–Köpfe werden am linken Bandende positioniert. Diese Symbole können markiert werden, sodaß sie leicht wieder aufgefunden werden können.

(3) Enthält Band 3 das Wort 00, den Kode für den Endzustand q_2, so halte und akzeptiere.

(4) Sei X_j das aktuelle Symbol (auf welches der LS–Kopf zeigt) von Band 2 und sei 0^i der Inhalt von Band 3. Suche auf Band 1 von links bis zum zweiten Block von drei 1en nach einem Unterwort mit dem Präfix 110^i10^j1. Wird ein solches Wort nicht gefunden, so halte und weise die Eingabe zurück; M kann keinen nächsten Schritt ausführen und hat nicht akzeptiert. Wird jedoch ein Kode der Form 0^i10^j 10^k10^l10^m gefunden, so schreibe 0^k auf Band 3, schreibe X_l auf die aktuelle Bandzelle in Band 2 und bewege den LS–Kopf 2 in die Richtung D_m. Fahre fort mit Schritt (3).

Offensichtlich akzeptiert M^3_u das Eingabewort ⟨M⟩w genau dann, wenn M das Wort w akzeptiert. Hält M nicht auf w oder hält es ohne zu akzeptieren, so tut M^3_u dasselbe auf ⟨M⟩w.

Definition 4.1.5: Da L_u r.a. ist, gibt es eine Turing–Maschine M_u (mit einem Band), welche L_u akzeptiert. Diese (allerdings nicht eindeutig bestimmte) Turing–Maschine M_u heißt die universelle Turing–Maschine, da sie die Arbeit jeder Turing–Maschine verrichtet.

Satz 4.1.3: L_u ist nicht rekursiv, das Akzeptierungsproblem für Turing–Maschinen ist also unentscheidbar.

Beweis: Wir nehmen an, es gäbe eine Turing–Maschine M, welche L_u entscheidet (d.h. M stoppt auf jeder Eingabe und akzeptiert L_u). Dann könnten wir L_d wie folgt entscheiden: für eine gegebene Eingabe w bestimmen wir zunächst den Index i, für welchen gilt w = w_i. Aus i berechnen wir die Turing–Maschine M_i. Die Folge ⟨M_i⟩w_i geben wir nun als Eingabe an M und akzeptieren w genau dann, wenn M die Folge ⟨M_i⟩w_i nicht akzeptiert, also M_i das Wort w_i nicht akzeptiert. Da wir aber aus (1) wissen, daß L_d nicht rekursiv ist, kann es keinen solchen Entscheidungsalgorithmus geben, also auch keine Turing–Maschine M, die L_u entscheidet.

Ein scheinbar einfacher zu behandelndes Problem ist das Halteproblem “stoppt (hält) die Berechnung der Turing–Maschine M auf dem Eingabewort w?” Man sieht aber leicht, daß auch das Halteproblem unentscheidbar sein muß, da man andernfalls sofort einen Algorithmus zur Entscheidung des Akzeptierungsproblems konstruieren könnte. Bei genauerer Betrachtung stellt sich sogar heraus, daß es nicht einmal einen Algorithmus gibt, der von einer Turing–Maschine entscheiden könnte, ob sie auf der leeren Eingabe stoppt.

Def. 4.1.6: Mit der selben Bezeichnung wie in Def. 4.1.4 seien

L_h = { ⟨M⟩w | M stoppt bei Eingabe w },

L_{h,ϵ} = { ⟨M⟩ | M stoppt bei Eingabe ϵ }.

L_h ist die zum Halteproblem gehörige Sprache, L_{h,ϵ} die zum eingeschränkten Halteproblem gehörige Sprache.

Satz 4.1.4: L_h ist nicht rekursiv, also das Halteproblem für Turing–Maschinen ist unentscheidbar.

Beweis: Wäre L_h rekursiv, so wäre auch L_u rekursiv. Wäre nämlich M_h eine immer terminierende Turingmaschine, welche L_h akzeptiert, so wäre M_u eine immer terminierende universelle Turingmaschine:

Auch das eingeschränkte Halteproblem L_{h,ϵ} ist unentscheidbar, wir können das aber erst später beweisen.

Die üblichen Programmiersprachen, wie FORTRAN, Pascal, etc. sind universell, d.h. sie sind in der Lage, jede Turing–Maschine zu simulieren und umgekehrt. Es kann also z.B. auch kein Pascal–Programm geben, welches von einem beliebig vorgegebenen Pascal–Programm entscheiden könnte, ob dieses bei der Eingabe 0 stoppt.

4.2. Der Satz von Rice

Wir haben festgestellt, daß es unmöglich ist von einer Turing–Maschine M und einem Wort w zu entscheiden, ob M das Wort w akzeptiert, ja es ist nicht einmal möglich zu entscheiden, ob M auf der leeren Eingabe stoppt! Es erhebt sich also die Frage: Welche Eigenschaften von Turing–Maschinen sind denn nun entscheidbar? Oder mit anderen Worten: Welche Eigenschaften von r.a. Sprachen sind entscheidbar?

Zunächst definieren wir, was wir unter einer Eigenschaft r.a. Sprachen verstehen wollen.

Definition 4.2.1: Wir nennen jede Menge S rekursiv aufzählbarer Sprachen (über {0, 1}) eine Eigenschaft r.a. Sprachen. S ist eine triviale Eigenschaft, wenn S leer ist oder alle r.a. Sprachen enthält. Die Eigenschaft S heißt entscheidbar, wenn die Sprache L_S = { ⟨M⟩ | L(M) ∈ S } rekursiv ist, wenn es also möglich ist von jeder Turing–Maschine zu entscheiden, ob die von ihr akzeptierte Sprache in S ist.

Satz 4.2.1 (Satz von Rice^{1)}): Jede nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis: Sei S eine nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen. Wir können annehmen, daß ∅ ∉ S, denn andernfalls könnten wir anstatt S sein Komplement S betrachten. Sei nun L eine Sprache in S und M_L eine Turing–Maschine , die L akzeptiert. Wir konstruieren nun eine Turing–Maschine A, welche den Kode ⟨M⟩ einer Turing–Maschine und ein Wort w als Eingabe nimmt und den Kode ⟨M^′⟩ einer anderen Turing–Maschine produziert, sodaß L(M^′) ∈ S ⇐⇒ ⟨M⟩w ∈ L_u (M akzeptiert w).

Konstruktion von A:

A produziert den Kode einer Turing–Maschine M^′ mit folgender Eigenschaft: zuerst ignoriert M^′ seine Eingabe und simuliert M auf w. Wird w von M nicht

1) H.G. Rice: Classes of recursively enumerable sets and their decision problems, Trans. Amer. Math. Soc. 89, 25–59 (1953).

akzeptiert, so akzeptiert auch M^′ sein Eingabewort x nicht. Andernfalls simuliert M^′ das Verhalten von M_L auf x und akzeptiert x genau dann, wenn M_L x akzeptiert.

Also L(M^′) = { ∅, falls w ∉ L(M), L, sonst.

Wäre nun S entscheidbar, so gäbe es eine Turing–Maschine M_S , welche L_S entscheidet. Das aber hätte zur Folge, daß wir einen Algorithmus zur Entscheidung von L_u konstruieren könnten:

1. Wende A auf ⟨M⟩w an und erzeuge ⟨M^′⟩.

2. Wende M_S auf ⟨M^′⟩ an. Ist die Antwort “ja”, so ist ⟨M⟩w ∈ L_u, andernfalls nicht.

L_u ist aber nicht rekursiv, also kann auch S nicht entscheidbar sein.

Nun sind wir in der Lage, relativ einfach einzusehen, daß auch das eingeschränkte Halteproblem unentscheidbar ist. Dazu betrachten wir auch noch das eingeschränkte Akzeptierungsproblem.

Definition 4.2.2: Mit der selben Bezeichnung wie in Def. 4.1.4 sei L_{u,ϵ} = { ⟨M⟩ | M akzeptiert ϵ }. L_{u,ϵ} ist die zum eingeschränkten Akzeptierungsproblem gehörige Sprache.

Satz 4.2.2: L_{u,ϵ} ist nicht rekursiv.

Beweis: Sei S_a die Eigenschaft r.a. Sprachen, das leere Wort zu enthalten, also L_{Sa} = { ⟨M⟩ | ϵ ∈ L(M) }. S_a ist eine nichttriviale Eigenschaft r.a. Sprachen, und L_{Sa} = L_{u,ϵ}. Wegen des Satzes von Rice ist S_a unentscheidbar.

Satz 4.2.3: L_{h,ϵ} ist nicht rekursiv.

Beweis: Wäre das eingeschränkte Halteproblem entscheidbar, so wäre auch das eingeschränkte Akzeptierungsproblem entscheidbar. Für gegebenes ⟨M⟩ müßten wir einfach entscheiden, ob M auf ϵ hält, und gegebenenfalls ob M das leere Wort ϵ akzeptiert. Wegen Satz 4.2.2 kann das aber nicht möglich sein.

4.3. Die Unentscheidbarkeit eines Pflasterungsproblems

Wir geben uns eine endliche Menge von Typen von Pflastersteinen vor, von denen jeder die Form des Einheitsquadrats hat. Das Problem besteht darin, den ersten Quadranten der Ebene mit Pflastersteinen der gegebenen Typen zu pflastern. Die einzigen Einschränkungen bestehen darin, daß ein spezieller “Anfangs”Stein an der linken unteren Ecke plaziert werden muß, und daß nur gewisse Typen horizontal und vertikal benachbart sein dürfen. Es ist auch nicht gestattet, die Pflastersteine zu drehen.

Definition 4.3.1: Etwas formaler verstehen wir unter einer Instanz des Pflasterungsproblems ein Quadrupel D = (D, d_0, H, V ), wobei D eine endliche Menge (von Pflastersteintypen) ist, d_0 ∈ D (Anfangsstein), und H, V ⊆ D×D (erlaubte Paare benachbarter Typen). Eine Pflasterung durch D ist eine Funktion f : N × N → D sodaß f(0, 0) = d_0, (f(n, m), f(n + 1, m)) ∈ H und (f(n, m), f(n, m + 1)) ∈ V für alle n, m ∈ N. Das Pflasterungsproblem lautet also wie folgt: “Gibt es zum Pflasterungssystem D eine Pflasterung durch D?”

Satz 4.3.1: Das Pflasterungsproblem ist unentscheidbar.

Beweis: Daß das Pflasterungsproblem unentscheidbar ist, zeigen wir dadurch, daß wir das eingeschränkte Halteproblem darauf reduzieren. Wäre also das Pflasterungsproblem entscheidbar, so wäre auch das Halteproblem entscheidbar. Das ist aber laut Satz 4.2.3 nicht der Fall.

Dazu ist es notwendig für jede Turing–Maschine M ein Pflasterungssystem D_M zu konstruieren, sodaß es genau dann eine Pflasterung durch D_M gibt, wenn die Berechnung von M auf der leeren Eingabe nicht stoppt. Um die Betrachtung zu vereinfachen, schränken wir Turing–Maschinen dahingehend ein, daß sie nur entweder schreiben können, oder den LS–Kopf bewegen, aber nicht beides gleichzeitig. Man kann sich leicht überlegen, daß auf diese Weise die Berechnungspotenz einer Turing–Maschine nicht geschmälert wird.

Ist nun M eine Turing–Maschine mit Zustandsmenge Q, Anfangszustand q_0, Bandalphabet Γ und Überführungsfunktion δ, so ist D_M = (D, d_0, H, V ), wobei die Paare in H, V an den benachbarten Seiten übereinstimmen müssen und D die folgenden Typen von Pflastersteinen enthält:

(a) Für jedes Symbol γ ∈ Γ die Type

(b) Für jedes γ ∈ Γ und q ∈ Q, sodaß δ(q, γ) = (p, η) für gewisse p ∈ Q, η ∈ Γ die Type

(c) Für jedes γ ∈ Γ und q ∈ Q, sodaß δ(q, γ) = (p, R) für ein gewisses p ∈ Q, und für jedes η ∈ Γ die Typen

(d) Für jedes γ ∈ Γ und q ∈ Q, sodaß δ(q, γ) = (p, L) für ein gewisses p ∈ Q, und für jedes η ∈ Γ die Typen

(e) Darüberhinaus sei d_0 die Type

und wir haben auch die die folgende Type zur Verfügung.

Durch diese Festlegung von D_M erzwingen wir, daß die “Zeilen” einer durch D_M erzeugten Pflasterung den Konfigurationen in der Berechnung der Turing–Maschine M auf der leeren Eingabe entsprechen. Der erste Quadrant kann also genau dann durch D_M gepflastert werden, wenn die Berechnung von M auf der leeren Eingabe nicht stoppt. Somit ist die Reduktion des Halteproblems auf das Pflasterungsproblem durchgeführt.

Beispiel 4.3.1: Als Beispiel betrachten wir die Turing–Maschine M_4 mit Q = {q_0, q_1}, Γ = {⊔}, δ(q_0, ⊔) = (q_1, R), δ(q_1, ⊔) = (q_0, L). M_4 bewegt einfach den LS–Kopf hin und her und kommt dabei niemals über die zweite Bandzelle hinaus. Die Pflasterung des ersten Quadranten, die der unendlichen Berechnung von M_4 auf der leeren Eingabe entspricht, sieht folgendermaßen aus

4.4. Das Korrespondenzproblem von Post

Ein anderes unentscheidbares Problem ist das Korrespondenzproblem von Post. Die Unentscheidbarkeit des Korrespondenzproblems von Post hat zur Folge, daß auch viele andere interessante Problem als unentscheidbar erwiesen werden können, so z.B. die Mehrdeutigkeit kontextfreier Grammatiken.

Definition 4.4.1: (a) Eine Instanz des Korrespondenzproblems von Post (Post’s correspondence problem, PCP) besteht aus zwei Listen von Wörtern

A = w_1, . . . , w_k und B = x_1, . . . , x_k

über einem Alphabet Σ. Diese Instanz des PCP hat eine Lösung genau dann, wenn es eine Folge von ganzen Zahlen i_1, . . . , i_m ∈ {1, . . . , k}, mit m ≥ 1, gibt, sodaß w_{i1} · · · w_{im} = x_{i1} · · · x_{im} . Die Folge i_1, . . . , i_m ist eine Lösung dieser Instanz des PCP.

(b) Ein Instanz des modifizierten Korrespondenzproblems von Post (MPCP) sieht aus wie eine Instanz des PCP. Für eine Lösung des MPCP muß aber zusätzlich gelten i_1 = 1, also der Lösungsstring muß jeweils mit dem ersten Element der Listen A, B beginnen.

Beispiel 4.4.1: Sei das zugrunde liegende Alphabet Σ = {0, 1}. (a) Wir betrachten die Instanz des PCP, welche durch folgende Listen gegeben ist: Liste A Liste B i w_i x_i 1 1 111 2 10111 10 3 10 0 Diese Instanz des PCP hat eine Lösung, nämlich

m = 4, i_1 = 2, i_2 = 1, i_3 = 1, i_4 = 3,

also w_2w_1w_1w_3 = 101111110 = x_2x_1x_1x_3.

(b) Wir betrachten die Instanz des PCP, welche durch folgende Listen gegeben ist: Liste A Liste B i w_i x_i 1 10 101 2 011 11 3 101 011 Angenommen i_1, . . . , i_m ist eine Lösung dieser Instanz des PCP. Um die Übereinstimmung am Stringanfang zu gewährleisten muß gelten i_1 = 1. Also wir haben bisher als Teillösung w_1 = 10 x_1 = 101 Wir müssen nun aus A ein Wort wählen, das mit 1 beginnt, also i_2 ∈ {1, 3}. i_2 = 1 funktioniert aber nicht, da wir sonst in der Teillösung eine Diskrepanz an der vierten Stelle hätten. Somit bleibt nur i_2 = 3, also die Teillösung w_1 = 10101 x_1 = 101011 Nun sind wir aber wieder in der gleichen Situation wie vorhin, nämlich daß die Teillösung aus B um eine 1 länger ist als die Teillösung aus A. Mit derselben Argumentation wie oben ergibt sich also i_3 = i_4 = . . . = 3. Eine andere Wahlmöglichkeit gibt es nicht. Die beiden Strings können also nie dieselbe Länge haben. Somit ist diese Instanz des PCP unlösbar.

Satz 4.4.1: Wäre PCP entscheidbar, dann wäre auch MPCP entscheidbar.

Beweis: Sei A = w_1, . . . , w_k, B = x_1, . . . , x_k eine Instanz von MPCP. Wir transformieren diese Instanz von MPCP in eine Instanz von PCP, welche genau dann lösbar ist, wenn die gegebene Instanz von MPCP lösbar ist. Damit ist der Satz dann bewiesen.

Sei Σ das kleinste Alphabet, welches alle Symbole in A und B enthält und zusätzlich die beiden Symbole ø und $. Sei y_i das Wort, das aus w_i entsteht, indem man nach jedem Symbol in w_i das Symbol ø einfügt, und sei z_i das Wort, das aus x_i entsteht, indem man vor jedem Symbol in x_i das Symbol ø einfügt. Weiters betrachten wir neue Wörter y_0 = øy_1, z_0 = z_1, y_{k+1} = $, z_{k+1} = ø$.

Seien nun C = y_0, y_1, . . . , y_{k+1}, D = z_0, z_1, . . . , z_{k+1}.

Für die Listen aus Beispiel 4.4.1(a) ergibt sich etwa dadurch folgende Transformation: MPCP: PCP:

Liste A Liste B Liste C Liste D i w_i x_i i y_i z_i 1 1 111 0 ø1ø ø1ø1ø1 2 10111 10 1 1ø ø1ø1ø1 3 10 0 2 1ø0ø1ø1ø1ø ø1ø0 3 1ø0ø ø0 4 $ ø$ Die Listen C und D spezifizieren eine Instanz des PCP, welche genau dann lösbar ist, wenn die gegebene Instanz des MPCP lösbar ist.

Denn ist etwa 1, i_1, . . . , i_r eine Lösung des MPCP, dann ist 0, i_1, . . . , i_r, k + 1 eine Lösung des PCP.

Andererseits, ist i_1, . . . , i_r eine Lösung des PCP, dann muß gelten i_1 = 0 und i_r = k + 1. Sei j der kleinste Index sodaß i_j = k + 1. Dann ist i_1, . . . , i_j auch eine Lösung, da das Symbol $ nur als letztes Symbol von y_{k+1} und z_{k+1} vorkommt, und für kein l mit 1 ≤ l < j gilt i_l = k + 1. Somit ist 1, i_1, . . . , i_{j−1} offenbar eine Lösung des MPCP.

Gibt es also einen Algorithmus um PCP zu entscheiden, so erhalten wir daraus auch einen Algorithmus um MPCP zu entscheiden.

Mit dieser Hilfsüberlegung sind wir nun in der Lage, die Unentscheidbarkeit von PCP zu beweisen.

Satz 4.4.2: PCP ist unentscheidbar.

Beweis: Wir zeigen, daß das Akzeptierungsproblem für Turing–Maschinen auf MPCP reduzierbar ist, d.h. wäre MPCP entscheidbar, so wäre auch das Akzeptierungsproblem entscheidbar. Das ist aber laut Satz 4.1.3 nicht der Fall. Somit ist MPCP nicht entscheidbar, und wegen Satz 4.4.1 auch PCP nicht entscheidbar.

Für jede TM M und jedes Wort w konstruieren wir ein MPCP, welches lösbar ist genau dann, wenn es eine Lösung der Form

#q_0w#u_1q_1v_1# · · · #u_kq_kv_k#

hat, wobei Strings zwischen aufeinanderfolgenden # aufeinanderfolgende Konfigurationen von M sind bei Eingabe w, und q_k ein akzeptierender Zustand von M ist.

Wir geben nun die Listen A und B des zugehörigen MPCP an. Wir nehmen an, daß die TM M stoppt, sobald ein akzeptierender Zustand erreicht wird. Außer für das erste Paar vergeben wir keine Nummern, da diese für die Existenz einer Lösung irrelevant sind.

Gruppe 0: erstes Paar Liste A Liste B # #q_0w#

Gruppe I: (Kopieren) für α ∈ Γ: Liste A Liste B α α # # Gruppe II: (Anwenden der Überführungsfunktion) für q ∈ Q \ F , p ∈ Q, α, β, γ ∈ Γ: Liste A Liste B qα βp falls δ(q, α) = (p, β, R) γqα pγβ falls δ(q, α) = (p, β, L) q# βp# falls δ(q, ⊔) = (p, β, R) γq# pγβ# falls δ(q, ⊔) = (p, β, L) Gruppe III: (Endbehandlung) für q ∈ F , und α, β ∈ Γ: Liste A Liste B αqβ q αq q qβ q Gruppe VI: (Liste A abschließen) für q ∈ F : Liste A Liste B q## #

Wir nennen (x, y) eine Teillösung von MPCP bzgl. der Listen A und B, wenn x ein Anfangsstück (Prefix) von y ist, und x bzw. y durch Verkettung korrespondierender Strings aus den Listen A bzw. B hervorgehen. Ist xz = y, so nennen wir z den Rest von (x, y).

Angenommen ausgehend von der Konfiguration q_0w gibt es eine gültige Folge von k weiteren Konfigurationen, also eine Berechnung dieser Länge (die aber nicht notwendigerweise hier zu Ende sein muß). Dann behaupten wir, daß es eine Teillösung der Form (x, y) = (#q_0w#u_1q_1v_1# · · · #u_{k−1}q_{k−1}v_{k−1}#, #q_0w#u_1q_1v_1# · · · #u_{k−1}q_{k−1}v_{k−1}#u_kq_kv_k#) gibt. Zudem ist das die einzige Teillösung, deren längerer String so lang ist wie |y|.

Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion über k. Für k = 0 ist die Behauptung trivial, da das Paar (#, #q_0w#) als erstes gewählt werden muß.

Angenommen die Behauptung gilt für ein k, und daß q_k nicht in F ist. Der Rest des Paares (x, y) ist z = u_kq_kv_k#. Die nächsten Paare müssen nun so gewählt werden, daß ihre Anteile aus A den String z ergeben. Unabhängig davon welche Symbole rechts und links von q_k stehen, gibt es höchstens ein Paar in Gruppe II, welches es erlaubt, die Teillösung über q_k hinaus fortzusetzen. Dieses Paar entspricht in natürlicher Weise einem Berechnungsschritt von M ausgehend von der Konfiguration u_kq_kv_k. Die anderen Symbole von z führen zwangsläufig zu Paaren aus der Gruppe I. Keine andere Auswahl von Paaren erlaubt es, z darzustellen als Verkettung von Elementen der Liste A. Somit erhalten wir eine neue Teillösung (y, yu_{k+1}q_{k+1}v_{v+1}#). Offensichtlich ist u_{k+1}q_{k+1}v_{k+1} die einzige Konfiguration, welche M in einem Schritt von u_kq_kv_k erreichen kann. Es gibt auch keine andere Teillösung, deren zweiter String so lang ist wie |yu_{k+1}q_{k+1}v_{k+1}|. Somit ist die Behauptung auch für k + 1 nachgewiesen.

Ist nun q_k ∈ F , so findet man leicht Paare aus den Gruppen I und III, welche es erlauben die Teillösung (x, y) zu einer Lösung des MPCP mit Listen A und B zu vervollständigen, nachdem als letztes Paar dasjenige aus Gruppe IV gewählt wurde.

Somit ist klar, daß MPCP mit Listen A und B eine Lösung besitzt, wenn M ausgehend von der Konfiguration q_0w einen akzeptierenden Zustand erreicht. Erreicht M keinen akzeptierenden Zustand, so können die Paare aus den Gruppen III und IV nicht angewendet werden. Somit wird in jeder Teillösung der zweite String länger sein als der erste, und es ist daher keine vollständige Lösung möglich.

Abschließend stellen wir also fest, daß die Instanz des MPCP genau dann eine Lösung hat, wenn M bei Eingabe w in einem akzeptierenden Zustand hält. Die obige Konstruktion kann für jede TM M und Eingabewort w ausgeführt werden. Gäbe es also einen Algorithmus zur Entscheidung von MPCP, dann gäbe es auch einen Algorithmus zur Entscheidung des Akzeptierungsproblems für Turing–Maschinen, im Widerspruch zu Satz 4.1.3.

Übung: Sei M die TM M = ({q_0, q_1, q_2}, {0, 1}, {0, 1, ⊔}, q_0, {q_2}, δ), wobei δ wie folgt definiert ist: 0 1 ⊔ q_0 (q_1, 1, R) (q_1, 0, L) (q_1, 1, L) q_1 (q_2, 0, L) (q_0, 0, R) (q_1, 0, R) q_2 − − − Wie sieht die zugehörige Instanz des MPCP aus? M akzeptiert das Wort w = 01 in 4 Berechnungsschritten. Wie sieht die zugehörige Lösung der Instanz des MPCP aus?

4.5. Es gibt auch interessante entscheidbare Problem

Lösbarkeit algebraischer Gleichungssysteme

Zu gegebenen Polynomen f_1(x_1, . . . , x_ν ), . . . , f_m(x_1, . . . , x_ν) im Polynomring Q [x_1, . . . , x_ν ] in den Variablen x_1, . . . , x_ν über dem Körper Q entscheide man, ob es eine Lösung des Gleichungssystems

f_1(x_1, . . . , x_ν ) = 0 . . f_m(x_1, . . . , x_ν ) = 0

(4.5.1)

in C^n gibt. Dazu berechnet man eine reduzierte Gröbner–Basis g(x_1, . . . , x_ν ), . . . , g_n(x_1, . . . , x_ν ) für das von f_1, . . . , f_m aufgespannte Ideal^{2)}. Das Gleichungssystem (4.5.1) hat genau dann eine Lösung, wenn eines der Polynome g_i das Einspolynom ist.

Als Beispiel betrachten wir das algebraische Gleichungssystem xz − xy^2 − 4x^2 − 1 4 = 0 y^2z + 2x + 1 2 = 0 x^2z + y^2 + 1 2 x = 0

Durch den Übergang zur Gröbner–Basis erhalten wir das neue Gleichungsystem z + 64 65 x^4 − 432 65 x^3 + 168 65 x^2 − 354 65 x + 8 5 = 0 y^2 − 8 13 x^4 + 54 13 x^3 − 8 13 x^2 + 17 26 x = 0

x^5 − 27 4 x^4 + 2x^3 − 21 16 x^2 + x + 5 32 = 0 Das Gleichungssystem ist also lösbar, und die Approximation (−0.128475, 0.321145, −2.356718) einer Lösung ist leicht ablesbar.

2) B. Buchberger: Gröbner bases: An algorithmic method in polynomial ideal theory, in: Mathematical Systems Theory, N.K. Bose (ed.), D. Reidel Publ. Comp., Dordrecht/Boston/Lancaster (1985).

Integration transzendenter elementarer Funktionen

Für eine gegebene transzendente elementare Funktion f(x) — aufgebaut aus den rationalen Funktionen C (x) über dem komplexen Zahlkörper durch Adjunktion von Logarithmen und Exponentialen — stelle man fest, ob g(x) = ∫ f(x)dx ebenfalls eine transzendente elementare Funktion ist und berechne gegebenenfalls eine Darstellung von g(x).

Dieses Problem ist mithilfe des Algorithmus von Risch^{3)} lösbar, und wird in der Praxis auch von Programmsystemen der Computer Algebra gelöst. So erhält man etwa ∫ 2x · e^{x2} · log(x) + e^{x2} x + log(x) − 2 (log^2(x) + x)^2 + (2/x) · log(x) + 1/x + 1 log^2(x) + x dx =

e^{x2} · log(x) − log(x) log^2(x) + x

+ log(log^2(x) + x)

oder die Antwort, daß ∫ e^{x2} dx nicht transzendent elementar ist.

Parametrisierung algebraischer Kurven

Eine (ebene) algebraische Kurve C besteht aus denjenigen Punkten P = (x, y) in der Ebene, welche eine algebraische Gleichung der Form f(x, y) = 0 lösen, wobei f(x, y) ein Polynom in den Variablen x, y ist.

Ein Beispiel dafür ist die sogenannte “Tacnode”–Kurve T , deren Punkte Lösungen der Gleichung 2x^4 − 3x^2y + y^4 − 2y^3 + y^2 = 0

sind. Ein Bild der Tacnode–Kurve befindet sich auf der nächsten Seite.

Diese Gleichungsdarstellung algebraischer Kurven ist manchmal vorteilhaft, etwa wenn man feststellen will, ob ein gegebener Punkt auf der Kurve liegt oder nicht. Sie eignet sich aber nicht besonders gut für andere Aufgabenstellungen, etwa wenn

3) R.H. Risch: The problem of integration in finite terms, Trans. Amer. Math. Soc. 139, 167–189 (1969).

man Punkte auf der Kurve erzeugen will. Dazu wäre eine Parameterdarstellung, etwa mittels rationaler Funktionen in einem Parameter, vorteilhaft. Dabei drückt man die Koordinaten von Punkten auf der Kurve aus durch rationale Funktionen in einem unabhängigen Parameter: x(t) = p_1(t) q_1(t) , y(t) = p_2(t) q_2(t) , wobei p_1, p_2, q_1, q_2 Polynome in t sind. Allerdings ist nicht jede algebraische Kurve so darstellbar. Das Problem der rationalen Parametrisierung algebraischer Kurven besteht also darin, für eine gegebene Kurve in Gleichungsdarstellung zu entscheiden, ob sie parametrisierbar ist, und gegebenenfalls eine solche Parameterdarstellung zu berechnen. Eine symbolische algorithmische Lösung dieses Problems findet man etwa in den Arbeiten von Sendra und Winkler^{4)}. So kann die Tacnode–Kurve wie folgt rational parametrisiert werden: x(t) = t^3 − 6t^2 + 9t − 2 2t^4 − 16t^3 + 40t^2 − 32t + 9 , y(t) = t^2 − 4t + 4 2t^4 − 16t^3 + 40t^2 − 32t + 9 .

Tacnode–Kurve

4) J.R. Sendra und F. Winkler: Symbolic Parametrization of Curves, J. Symbolic Computation 12, 607–631 (1991), J.R. Sendra und F. Winkler: Parametrization of Algebraic Curves over Optimal Field Extensions, J. Symbolic Computation 23, 191–207 (1997).

4.6. Unentscheidbarkeitshierarchie

Das Emptiness–Problem besteht darin, für eine gegebene Turingmaschine M zu entscheiden, ob L(M) = ∅. Die zugehörige Sprache ist L_e = {⟨M⟩|L(M) = ∅}.

Satz 4.6.1: Seien L_e = {⟨M⟩|L(M) = ∅} und L_{ne} = {⟨M⟩|L(M) ≠ ∅}. L_{ne} ist r.a. aber nicht rekursiv, und L_e ist nicht r.a.

Beweis: Zunächst zeigen wir, daß L_{ne} r.a. ist, indem wir eine Turingmaschine M konstruieren, welche Kodes von Turingmaschinen erkennt, welche nichtleere Sprachen akzeptieren. M nimmt also als Eingabe einen Kode ⟨M_i⟩, und erzeugt systematisch Paare (j, k) ∈ N^2. Für so ein Paar (j, k) simuliert M nun k Berechnungsschritte der Turingmaschine M_i auf dem j–ten Wort w_j (wie im Beweis zu Satz 1.4.1). Wird dabei w_j akzeptiert, so akzeptiert M den Kode ⟨M_i⟩.

Nun zeigen wir, daß L_e nicht rekursiv ist. Das folgt aus dem Satz von Rice. Wir wollen aber hier einen direkten Beweis geben, da wir die dabei notwendigen Konstruktionsschritte auch später noch brauchen werden. Es ist nicht schwer zu sehen, daß es einen Algorithmus (immer terminierende Turingmaschine) B gibt, welcher eine Eingabe der Form ⟨M⟩w nimmt und eine Turingmaschine M^′ konstruiert, sodaß

L(M^′) = { ∅, falls w ∉ L(M), (0 + 1)^∗, falls w ∈ L(M).

(Details siehe [HU], p. 185 ff). Angenommen L_e wäre rekursiv, und A wäre ein Algorithmus mit L(A) = L_e. Dann könnten wir einen Algorithmus C mit L(C) = L_u (Akzeptierungsproblem, Def. 4.1.4) konstruieren wie in folgender Skizze:

So ein Algorithmus C kann aber nach Satz 4.1.3 nicht existieren. Also kann auch A nicht existieren. Somit ist L_e nicht rekursiv.

Wäre nun L_{ne} rekursiv, dann auch sein Komplement L_e. Somit ist L_{ne} nicht rekursiv.

Wäre L_e r.a., dann wären L_e und L_{ne} rekursiv (Bemerkung nach Def. 1.4.4). Also ist L_e nicht r.a.

Man könnte sich aber nun die Frage stellen, was wäre, wenn man das Emptiness– Problem (oder ein anderes unentscheidbares Problem) nun doch irgendwie entscheiden könnte. Wäre dann alles entscheidbar? Könnten wir dann alles berechnen?

Dabei muß man natürlich vorsichtig vorgehen. Wenn wir einfach die Entscheidbarkeit des Emptiness–Problems als zusätzliches Axiom annehmen würden, so wäre unsere Theorie sofort widersprüchlich, und wir könnten natürlich alles beweisen. Das vermeiden wir durch die Einführung von Orakel–Turingmaschinen.

Definition 4.6.1: Sei A eine Sprache über Σ, A ⊆ Σ^∗. Eine Orakel–Turingmaschine (OTM) mit Orakel A ist eine (Ein–Band–) Turingmaschine M^A mit drei ausgezeichneten Zuständen, q_?, q_j und q_n. Wenn M^A den Zustand q_? annimmt, so ersucht sie um eine Antwort auf die Frage: “ist das Wort rechts vom (und beginnend beim) LS–Kopf bis zum ersten Blank in A?” Je nachdem, ob die Antwort auf diese Frage “ja” oder “nein” ist, nimmt M im nächsten Schritt den Zustand q_j oder q_n an.

Eine so definierte Turingmaschine hat also ein Orakel zur Verfügung, an das sie Fragen betreffend die Sprache A stellen kann. Ist A eine rekursive Sprache, so kann dieses Orakel durch eine andere Turingmaschine simuliert werden, und die von der Orakel–Turingmaschine M^A akzeptierte Sprache ist daher r.a. Ist dagegen A nicht rekursiv, so akzeptiert M^A möglicherweise eine Sprache, welche nicht r.a. ist.

Definition 4.6.2: Eine Sprache B ist rekursiv aufzählbar bezüglich A, wenn es eine Orakel–Turingmaschine M^A gibt mit B = L(M^A). Eine Sprache B ist rekursiv bezüglich A, wenn es eine Orakel–Turingmaschine M^A gibt, welche immer hält, mit B = L(M^A). Zwei Sprachen A und B sind äquivalent, wenn jede rekursiv ist bezüglich der anderen.

Natürlich können nicht alle Sprachen r.a. bzgl. L_e sein, da es überabzählbar viele Sprachen gibt, aber nur abzählbar viele Turingmaschinen. Es gibt also eine Sprache, welche nicht r.a. bzgl. L_e ist. Diese könnten wir wiederum als Orakel verwenden, und so fort. Auf diese Weise erhalten wir eine ganze Hierarchie unentscheidbarer Sprachen bzw. Probleme.

Definition 4.6.3: Wir definieren eine Folge kanonischer Orakelmengen:

S_0 = ∅, S_1 = {⟨M⟩|L(M^{S0} ) = ∅}, . . S_{i+1} = {⟨M⟩|L(M^{Si} ) = ∅}, . . S_{i+1} ist also ein Orakel, um das Emptiness–Problem für Berechnungen bzgl. S_i zu lösen.

Eine TM mit Orakel S_0 ist also offenbar eine TM, welche kein Orakel benutzt. S_1 ist nichts anderes als die Menge L_e aus Satz 4.6.1. Wir erhalten folgende Einteilung der Klassen von Sprachen über {0, 1}:

.. . .. . entscheidbar mit Orakel S_2

entscheidbar mit Orakel S_1

entscheidbar mit Orakel S_0:

rekursive Sprachen

Nun kann man einige (aber nicht alle) unentscheidbare Probleme nach ihrer Äquivalenz zu Elementen der Folge (S_i)_{i∈N} klassifizieren.

Satz 4.6.2: Das Akzeptierungsproblem für Turingmaschinen ohne Orakel ist äquivalent zu S_1.

Beweis: L_u rekursiv bzgl. S_1: Wir konstruieren eine OTM M^{S1} , welche zunächst bei Eingabe ⟨M⟩w den Kode der TM M^′ wie im Beweis zu Satz 4.6.1 konstruiert, also

L(M^′) = { ∅, falls w ∉ L(M), (0 + 1)^∗, falls w ∈ L(M).

Hierauf nimmt M^{S1} den Zustand q_? an, mit dem Kode von M^′ rechts vom LS–Kopf und akzeptiert genau dann, wenn im nächsten Schritt der Zustand q_n angenommen wird. Das Akzeptierungsproblem für TM ohne Orakel ist also rekursiv bzgl. S_1.

S_1 rekursiv bzgl. L_u: Umgekehrt zeigen wir, daß es eine OTM M^{Lu}_2 mit Orakel L_u gibt, welche S_1 erkennt. Wir konstruieren eine TM M_2, welche bei Eingabe ⟨M⟩ eine neue TM M^′ erzeugt. M^′ operiert folgendermaßen: zunächst ignoriert M^′ seine Eingabe, und erzeugt systematisch alle Paare (i, j) ∈ N^2. Für jedes (i, j) simuliert M^′ i Berechnungsschritte von M auf dem j–ten Wort. Akzeptiert M, so akzeptiert M^′ seine Eingabe. L(M^′) = { ∅, falls L(M) = ∅, (0 + 1)^∗, falls L(M) ≠ ∅.

M^{Lu}_2 befragt nun sein Orakel, ob M^′ das leere Wort ϵ akzeptiert, also ob ⟨M^′⟩ϵ ∈ L_u. Ist das der Fall, so weist M^{Lu}_2 die Eingabe M zurück, andernfalls akzeptiert es M. S_1 ist also rekursiv bzgl. L_u.

Nun wollen wir das Problem “L(M) = Σ^∗?” betrachten. Dabei sei Σ = {0, 1} das Eingabealphabet der Turingmaschine M. Wir werden sehen, daß dieses Problem äquivalent ist zu S_2, also in gewisser Weise schwieriger ist als das Emptiness–Problem oder das Akzeptierungsproblem. In einem praktischen Sinn hat das natürlich keinerlei Bedeutung, da alle diese Probleme ohnedies unentscheidbar sind. Wenn wir aber diese Probleme einschränken, etwa auf reguläre Ausdrücke oder kontextfreie Grammatiken, so können wir tatsächlich feststellen, daß das “= Σ^∗”–Problem schwieriger ist als das Akzeptierungsproblem.

Satz 4.6.3: Das Problem “L(M) = Σ^∗?” ist äquivalent zu S_2.

Beweis: Zuerst zeigen wir, daß das “= Σ^∗”–Problem rekursiv bzgl. S_2 ist. Wir konstruieren eine OTM M^{S2}_3 , welche genau jene Turingmaschinen M erkennt, die alle Eingabewörter akzeptieren. Zunächst erzeugt M^{S2}_3 eine OTM M̂^{S1} mit Orakel S_1, welche folgendermaßen operiert: M̂^{S1} zählt Wörter x ∈ Σ^∗ auf, und für jedes x wird das Orakel S_1 befragt, ob M das Wort x akzeptiert (siehe Satz 4.6.2). M̂^{S1} akzeptiert seine Eingabe, wenn es ein x gibt, welches von M nicht akzeptiert wird, also

L(M̂^{S1} ) = { ∅, falls L(M) = Σ^∗, Σ^∗, sonst.

Nach der Konstruktion von M̂^{S1} befragt nun M^{S2}_3 sein Orakel S_2, ob L(M̂^{S1} ) = ∅. Ist das der Fall, so akzeptiert M^{S2}_3 seine Eingabe M. Andernfalls wird M zurückgewiesen. Also L(M^{S2}_3 ) = {⟨M⟩ | L(M) = Σ^∗}.

Um zu zeigen, daß S_2 rekursiv ist bzgl. “= Σ^∗”, konstruiert man eine OTM M^{L∗}_4 , welche S_2 akzeptiert, wobei L_∗ = {⟨M⟩ | L(M) = Σ^∗}. Wir führen diesen Teil des Beweises aber nicht mehr aus, sondern verweisen auf [HU], Theorem 8.20.

5. Problemkomplexität

Im vorangegangenen Kapitel haben wir uns mit der Frage beschäftigt, ob ein Problem (eine Sprache) entscheidbar (erkennbar) ist. In diesem Kapitel betrachten wir nur entscheidbare Probleme (erkennbare Sprachen) und stellen die Frage nach der Effizienz dieser Entscheidung (Erkennung). Siehe etwa [Weg] für Zusatzinformation.

5.1. Komplexitätsklassen

Def. 5.1.1: Eine rekursive Sprache L hat Zeitkomplexität T (n) (Raumkomplexität S(n)), wenn es einen Algorithmus (d.h. immer terminierende Turing–Maschine ) mit Zeitkomplexität T (n) (Raumkomplexität S(n)) gibt, welcher L erkennt. Die Sprache L hat nichtdeterministische Zeitkomplexität T (n) (nichtdeterministische Raumkomplexität S(n)), wenn es eine nichtdeterministische Turing–Maschine mit Zeitkomplexität T (n) (Raumkomplexität S(n)) gibt, welche L erkennt.

Beispiel 5.1.1: Sei L die Sprache { wcw^R | w ∈ {0, 1}^∗ } . Dabei ist w^R die Umkehrung des Wortes w. Die Sprache L hat Zeitkomplexität n + 1. Es gibt nämlich eine Turing– Maschine M_1 mit zwei Bändern, welche die Eingabe links von c auf das zweite Band kopiert, und anschließend synchron den LS–Kopf des ersten Bandes weiter nach rechts und den LS–Kopf des zweiten Bandes nach links bewegt. Dabei werden in jedem Schritt die beiden aktuellen Symbole verglichen. Sind diese jeweils gleich und ist überdies die Anzahl der Symbole links von c gleich der Anzahl der Symbole rechts von c, so akzeptiert M_1 die Eingabe. M_1 braucht nur n + 1 Schritte, wenn die Eingabe von der Länge n ist.

Die Raumkomplexität von L ist offensichtlich O(n).

Def. 5.1.2: DTIME(T (n)) ist die Familie der Sprachen mit Zeitkomplexität T (n), DSPACE(S(n)) ist die Familie der Sprachen mit Raumkomplexität S(n). NTIME(T (n)) ist die Familie der Sprachen mit nichtdeterministischer Zeitkomplexität T (n), NSPACE(S(n)) ist die Familie der Sprachen mit nichtdeterministischer Raumkomplexität S(n).

Alle diese Familien von Sprachen heißen Komplexitätsklassen.

Def. 5.1.3: Die Sprachen, welche in deterministischer polynomialer Zeit erkannt werden können, bilden eine natürliche und wichtige Klasse, welche wir mit P bezeichnen, P = ⋃ i≥1 DTIME(n^i).

Die Klasse der Sprachen, welche in nichtdeterministischer polynomialer Zeit erkannt werden können, bezeichen wir mit N P, N P = ⋃ i≥1 NTIME(n^i).

Weiters definieren wir PSPACE = ⋃ i≥1 DSPACE(n^i) und NSPACE = ⋃ i≥1 NSPACE(n^i).

Das Problem der Hamiltonschen Zyklen P_{hc} lautet folgendermaßen: “Gibt es im Graphen G einen Zyklus, der jede Ecke genau einmal enthält?” P_{hc} ist offensichtlich in N P. Ein einfacher nichtdeterministischer Algorithmus ist etwa: errate die Ecken des Zyklus und verifiziere, daß sie tatsächlich einen Hamiltonschen Zyklus bilden. Es scheint jedoch keinen deterministischen Algorithmus mit polynomialer Zeitkomplexität zu geben, der P_{hc} entscheidet.

Der Unterschied zwischen P und N P ist vergleichbar mit dem Unterschied zwischen dem effizienten Auffinden eines Beweises für eine Behauptung (etwa “dieser Graph hat einen Hamiltonschen Zyklus”) und dem effizienten Nachprüfen eines Beweises (etwa zu prüfen, ob eine gegebene Eckenfolge einen Hamiltonschen Zyklus darstellt). Intuitiv nimmt man wohl an, daß es einfacher ist einen gegebenen Beweis zu überprüfen als einen solchen aufzufinden. Mit Sicherheit wissen wir das aber nicht.

Man kann zeigen, daß PSPACE = NSPACE^{1)}. Es gilt offensichtlich P ⊆ N P ⊆ PSPACE. Von keiner dieser Inklusionen weiß man aber, ob sie echt ist.

In Kapitel 4 haben wir die Methode der Reduktion benutzt, um Probleme (Sprachen) als unentscheidbar zu erweisen. Dazu betrachteten wir eine Reduktionsfunktion g, sodaß x ∈ L^′ ⇐⇒ g(x) ∈ L. Indem man die Reduktionsfunktion g einschränkt auf einfach zu berechnende Funktionen, ist es oft möglich nachzuweisen, daß

1) W.J. Savitch: “Relations between nondeterministic and deterministic tape complexities”, J. Computer and Systems Sciences 4/2, 177–192 (1970).

eine Sprache L in einer der Klassen P, N P oder PSPACE liegt. Wir werden uns speziell für zwei Arten von Reduktionen interessieren: Polynom–Zeit Reduktionen und log–Raum Reduktionen.

Def. 5.1.4: Seien L, L^′ Sprachen. L^′ ist Polynom–Zeit reduzierbar auf L, wenn es eine Turing–Maschine mit polynomialer Zeitkomplexität gibt, welche immer stoppt und für jede Eingabe x eine Ausgabe y erzeugt, sodaß x ∈ L^′ ⇐⇒ y ∈ L.

Satz 5.1.1: Sei L^′ Polynom–Zeit reduzierbar auf L. Dann (a) L ∈ P =⇒ L^′ ∈ P, (b) L ∈ N P =⇒ L^′ ∈ N P. Beweis: (a) Sei L ∈ P. Sei die Zeitkomplexität der Reduktion beschränkt durch das Polynom p_1(n) und sei L erkennbar in Zeit p_2(n), p_2 ein Polynom. Für ein gegebenes x ∈ L^′ der Länge n berechnet man nun mittels der Polynom–Zeit Reduktion y. Da pro Rechenschritt in der Reduktion höchstens 1 Symbol ausgeschrieben werden kann, ist | y |≤ p_1(n). Der Test “y ∈ L” kann in Zeit p_2(p_1(n)) ausgeführt werden. Um also “x ∈ L^′” zu entscheiden, braucht man p_1(n) + p_2(p_1(n)) Zeit; das ist polynomial in n. Somit ist L^′ ∈ P.

Der Beweis von (b) verläuft analog.

Def. 5.1.5: Ein log–Raum Übersetzer ist eine (mehrbändige) immer haltende Turing– Maschine mit einem read–only Eingabeband, einem write–only Ausgabeband, auf dem der LS–Kopf niemals nach links bewegt wird, und log n Arbeitsspeicher (Bandzellen) für eine Eingabe der Länge n.

Eine Sprache L^′ ist log–Raum reduzierbar auf L, wenn es einen log–Raum Übersetzer gibt, welcher für jede Eingabe x eine Ausgabe y erzeugt, sodaß x ∈ L^′ ⇐⇒ y ∈ L.

Satz 5.1.2: Sei L^′ log–Raum reduzierbar auf L. Dann (a) L ∈ P =⇒ L^′ ∈ P, (b) L ∈ DSPACE(log^k n) =⇒ L^′ ∈ DSPSACE(log^k n).

Beweis: (a) Wenn wir zeigen können, daß eine log–Raum Reduktion nicht mehr als polynomiale Zeit braucht, dann folgt die Behauptung aus Satz 5.1.1(a). Da das Ausgabeband die Berechnung nicht beeinflussen kann, ist das Produkt P der Anzahl der Zustände | Q |, Speicherbandinhalte und Positionen der Eingabe und Speicher LS– Köpfe eine obere Schranke für die Anzahl der Rechenschritte, die ausgeführt werden können, bevor der log–Raum Übersetzer in eine Schleife kommt, was per Definition ausgeschlossen ist. Hat nun das Speicherband die Länge log n und ist A das Bandalphabet, so ist P = | Q | · | A |^{log n} ·n · log n ≤ | Q | ·n^{log|A|} · n · n = | Q | ·n^{2+log|A|} . Die Anzahl der Schritte in der Übersetzung ist also polynomial in der Länge n der Eingabe.

(b) Dazu verweisen wir auf [HU] Lemma 13.2(c).

5.2. Vollständige Probleme

Wie bereits oben erwähnt, ist nicht bekannt, ob P = N P. Wollte man etwa versuchen P ≠ N P zu zeigen, so liegt es nahe nach einem “schwierigsten” Problem in N P zu suchen. Dieses wäre ein geeigneter Kandidat für N P \ P. Intuitiv könnte man etwa sagen, eine Sprache L_0 ist schwierig, wenn jede andere Sprache in N P auf L_0 reduzierbar ist bezüglich einer einfach zu berechnenden Reduktion. Ob eine Sprache “schwierig” ist, hängt natürlich von der Art der Reduktion ab.

Def. 5.2.1: Sei C eine Klasse von Sprachen. Eine Sprache L ist schwierig für C bezüglich Polynom–Zeit (bzw. log–Raum) Reduktion, wenn jede Sprache in C Polynom– Zeit (bzw. log–Raum) reduzierbar ist auf L. (L ist nicht notwendigerweise in C.)

L ist vollständig für C bezüglich Polynom–Zeit (bzw. log–Raum) Reduktion, wenn L schwierig ist für C bzgl. Polynom–Zeit (bzw. log–Raum) Reduktion und L ∈ C.

Für zwei häufig verwendete Begriffe führen wir Abkürzungen ein: L ist NP– vollständig (NP–schwierig) falls L vollständig (schwierig) ist für N P bzgl. log–Raum Reduktion^{2)}. L ist PSPACE–vollständig (PSPACE–schwierig), wenn L vollständig (schwierig) ist für PSPACE bzgl. Polynom–Zeit Reduktion.

Viele NP–vollständige Probleme sind sehr natürlich und effiziente Lösungen sind seit langer Zeit gesucht worden. Für keines dieser Probleme ist aber eine polynomiale Lösung bekannt. Wäre eines dieser Probleme in P, so wären sie alle in P (und überdies P = N P). Daß eines dieser Probleme eine polynomiale Lösung hat, ist also sehr unwahrscheinlich. Im folgenden gehen wir auf ein NP–vollständiges Problem, das Erfüllbarkeitsproblem, näher ein.

Def. 5.2.2: Ein Boolescher Ausdruck E ist auf die übliche Weise aufgebaut aus Variablen x_1, x_2, . . ., den Konstanten T (wahr) und F (falsch), Klammern, und den Operatoren ¬ (nicht), ∧ (und) und ∨ (oder). Anstatt ¬x schreiben wir oft x für eine Variable x.

Eine Klause ist ein Boolescher Ausdruck der Form α_1 ∨ . . . ∨ α_k, wobei jedes α_i, 1 ≤ i ≤ k, ein Literal ist, also entweder eine Konstante oder x oder ¬x für eine Variable x. 2) Wir folgen dabei [HU].

Ein Boolescher Ausdruck E ist in konjunktiver Normalform (CNF), wenn er von der Gestalt E_1 ∧. . .∧E_l ist, wobei jeder Boolescher Ausdruck E_i, 1 ≤ i ≤ l, eine Klause ist. E ist in 3–CNF, wenn jede Klause genau 3 Literale enthält.

Def. 5.2.3: Ein Boolescher Ausdruck E heißt erfüllbar, wenn es eine Zuweisung von {T, F} auf die Variablen in E gibt, sodaß E den Wert T erhält. Das Erfüllbarkeitsproblem besteht darin, für einen Boolescher Ausdruck festzustellen, ob er erfüllbar ist.

Beispiel 5.2.1: Der Boolesche Ausdruck (x_1 ∨ x_2) ∧ (¬x_2 ∨ x_1) ist erfüllbar; eine erfüllende Zuweisung ist etwa {T → x_1, F → x_2}. Dagegen ist der Boolesche Ausdruck x_1 ∧ ¬x_2 ∧ (¬x_1 ∨ x_2) unerfüllbar.

Def. 5.2.4: Dem Erfüllbarkeitsproblem kann man auf folgende Weise eine Sprache L_{sat} (satisfiability) zuordnen. Als Alphabet wählt man {T, F, x, ¬, ∧, ∨, 0, 1, (, )}. Die Funktion code bildet ab T, F, ¬, ∧, ∨, (, ) → T, F, ¬, ∧, ∨, (, ), x_i → xb_1 . . . b_r, wobei b_1 . . . b_r die Binärdarstellung von i ist.

code wird auf natürliche Weise auf Boolesche Ausdrücke ausgedehnt.

L_{sat} = {code(E) | E ist ein erfüllbarer Boolescher Ausdruck}.

Beispiel 5.2.2: So ist etwa (x1∨x10)∧(¬x10∨x1) ∈ L_{sat} und x1∧¬x10∧(¬x1∨x10) ∉ L_{sat}.

Ist E ein Boolescher Ausdruck der Länge n, so ist die Länge von code(E) ≤ ⌈n log n⌉. Im folgenden werden wir nicht unterscheiden zwischen der Länge n von E und der Länge n log n von code(E). Dadurch können aber keine Probleme auftreten, da wir log–Raum Reduktionen betrachten werden und log(n log n) ≤ 2 · log n.

Satz 5.2.1 (Satz von Cook^{3)}): L_{sat} (also das Erfüllbarkeitsproblem) ist NP– vollständig.

3) S.A. Cook: “The complexity of theorem proving procedures”, Proc. 3rd Annual ACM Symposium on the Theory of Computing, 151–158 (1971).

Beweis: Zunächst ist natürlich klar, daß L_{sat} ∈ N P. Um festzustellen, ob ein Ausdruck der Länge n erfüllbar ist, wählt man nichtdeterministisch Werte für alle Variablen und evaluiert den Ausdruck. Zur Evaluierung braucht man nur polynomiale Zeit.

Um zu zeigen, daß jede Sprache in N P auf L_{sat} reduzierbar ist, geben wir für jede nichtdeterministische Turing–Maschine M, deren Zeitkomplexität ein Polynom p(n) ist, einen log–Raum Algorithmus A_{p(n)} an, der für ein Eingabewort x einen Booleschen Ausdruck E_x berechnet, der genau dann erfüllbar ist, wenn M das Wort x akzeptiert. Wir geben nun an, wie dieser Ausdruck E_x erzeugt wird.

Sei #β_0#β_1# · · · #β_{p(n)} eine Berechnung von M. Dabei sei jedes β_i eine Konfiguration von M mit genau p(n) Symbolen (wenn notwendig fügt man rechts zum letzten Bandsymbol noch einige Blanks hinzu). Wird die Eingabe bereits vor dem p(n)–ten Schritt akzeptiert, so gestatten wir eine Wiederholung der akzeptierenden Konfiguration, sodaß jede Berechnung aus genau p(n) + 1 Konfigurationen besteht. In jeder Konfiguration fassen wir den Zustand und das aktuelle Symbol zu einem einzigen Symbol zusammen. Dieses zusammengesetzte Symbol in der i–ten Konfiguration enthalte zusätzlich eine Nummer m, welche die nichtdeterministische Wahl anzeigt, durch welche die (i + 1)–te aus der i–ten Konfiguration entsteht. Dazu werden die nichtdeterministischen Wahlmöglichkeiten von M bei gegebenem Zustand und Bandsymbol durchnummeriert.

Für jedes Symbol X, das in der Berechnung vorkommen kann, und für jedes i, 0 ≤ i < (p(n) + 1)^2, definieren wir eine Boolesche Variable c_{iX} , welche angibt, ob X das i–te Symbol in der Berechnung ist. (Das 0–te Symbol ist #.)

Wir konstruieren nun den Ausdruck E_x so, daß er genau dann für eine gegebene Zuweisung zu den Variablen c_{iX} wahr ist, wenn die c_{iX} ’s mit Wert T einer akzeptierenden Berechnung entsprechen. Der Ausdruck E_x sagt folgendes aus: (1) Die c_{iX} ’s mit Wert T entsprechen einer Folge von Symbolen, für jedes i ist also genau ein c_{iX} wahr.

(2) Die Konfiguration β_0 ist eine initiale Konfiguration von M mit Eingabe x. (3) Die letzte Konfiguration enthält einen Endzustand.

(4) Jede Konfiguration folgt aus der vorangegangenen durch den angegebenen Schritt von M.

Der Ausdruck E_x ist die Konjunktion von vier Ausdrücken, deren jeder eine dieser Bedingungen erzwingt. Der Ausdruck, der (1) erzwingt, ist ⋀ i [⋁ X c_{iX} ∧ ¬ ( ⋁ X≠Y (c_{iX} ∧ c_{iY} ) )] .

Sei x = a_1a_2 · · · a_n. Der Ausdruck, der (2) erzwingt, ist seinerseits die Konjunktion der folgenden Unterausdrücke (i) — (iv).

(i) c_{0#} ∧ c_{p(n)+1,#}. Die Symbole an der 0–ten und (p(n) + 1)–ten Stelle sind #. (ii) c_{1Y1} ∨ c_{1Y2} ∨ · · · ∨ c_{1Yk} , wobei Y_1, Y_2, . . . , Y_k alle die zusammengesetzten Symbole sind, welche das Bandsymbol a_1, den Anfangszustand q_0, und die Nummer eines erlaubten Schrittes von M beim Zustand q_0 und aktuellen Symbol a_1 darstellen. Dieser Teilausdruck behauptet, daß das erste Symbol von β_0 korrekt ist.

(iii) ⋀ 2≤i≤n ciai . Die Symbole von der zweiten bis zur n–ten Stelle von β0 sind korrekt.

(iv) ⋀ n<i≤p(n) ci⊔. Die restlichen Symbole von β0 sind Blank.

Die Formel, welche (3) erzwingt, ist ⋁ p(n)(p(n)+1)<i<(p(n)+1)^2 ( ⋁ X∈F c_{iX} ) ,

wobei F die Menge der zusammengesetzten Symbole ist, welche einen Endzustand enthalten.

Wir kommen nun zum Ausdruck, welcher (4) erzwingen soll. Jedes Symbol in β_i kann hergeleitet werden vom entsprechenden Symbol in β_{i−1} und den Symbolen links und rechts davon (wovon eines # sein kann). Enthält die vorangegangene Konfiguration einen Endzustand, so sind die gegenwärtige und die vorangegangene Konfiguration gleich. Es ist also nicht schwierig ein Prädikat f(W, X, Y, Z) zu definieren, das genau dann erfüllt ist, wenn das Symbol Z in Position j einer Konfiguration vorkommen kann, vorausgesetzt daß W, X und Y die Symbole in den Positionen j − 1, j und j + 1 der vorangegangenen Konfiguration sind (W ist # falls j = 1 und Y ist # falls j = p(n)). Der Einfachheit halber sei auch f(W, #, X, #) erfüllt; auf diese Weise können die Markierungen zwischen den Konfigurationen genau so behandelt werden wie die Symbole in den Konfigurationen. Wir erhalten somit für (4) den Ausdruck ⋀ p(n)<j<(p(n)+1)^2 ( ⋁ W,X,Y,Z sodass f (W,X,Y,Z) (c_{j−p(n)−2,W} ∧ c_{j−p(n)−1,X} ∧ c_{j−p(n),Y} ∧ c_{jZ} ) ) .

Ausgehend von einer akzeptierenden Berechnung von M auf x ist es leicht, Wahrheitswerte für die Variablen c_{iX} zu finden, welche den Ausdruck E_x wahr machen. Ist umgekehrt eine Zuordnung von Wahrheitswerten gegeben, welche E_x wahr macht, so garantieren die oben definierten vier Ausdrücke, daß eine akzeptierende Berechnung von M auf x existiert.

Der Ausdruck E_x hat die Länge O(p^2(n)) und ist einfach genug, daß ihn eine log–Raum Turing–Maschine mit Eingabe x erzeugen kann. Diese Turing–Maschine braucht nur genügend Speicherplatz, um bis (p(n) + 1)^2 zählen zu können. Wegen log(p(n)) = c · log n für eine Konstante c, genügen dazu O(log n) Speicherzellen.

Somit haben wir gezeigt, daß jede Sprache in N P log–Raum reduzierbar ist auf L_{sat}, also L_{sat} NP–vollständig ist.

Man kann zeigen, daß L_{csat}, das Erfüllbarkeitsproblem für CNFs, NP–vollständig ist, ja sogar L_{3−csat}, das Erfüllbarkeitsproblem für 3–CNFs.

Hätten wir also einen deterministischen Algorithmus mit polynomialer Zeitkomplexität zur Entscheidung von L_{sat}, so könnten wir ihn dazu benutzen, jede Sprache in N P in polynomialer Zeit zu erkennen. Sei L eine Sprache, die von einer nichtdeterministischen Turing–Maschine M mit Zeitkomplexität p(n) erkannt wird und sei A_{p(n)} der im Beweis zu Satz 5.2.1 definierte log–Raum (also Polynom–Zeit) Übersetzer. Ein deterministischer Polynom–Zeit Algorithmus zur Erkennung von L wäre dann

Aus der Existenz eines deterministischen Polynom–Zeit Algorithmus für L_{sat} würde also P = N P folgen.

Einige weitere NP–vollständige Probleme sind

— das Problem der Hamiltonschen Zyklen;

— das Problem der ganzzahligen linearen Programmierung: für A ∈ Z^{m×n}, b ∈ Z^m, entscheide ob es einen Vektor x ∈ Z^n gibt, sodaß Ax ≥ b;

— das chromatische Zahlenproblem: für einen gegebenen Graphen G und eine ganze Zahl k, entscheide ob G mit k Farben gefärbt werden kann, sodaß keine zwei benachbarten Ecken dieselbe Farbe haben;

— das Problem des Handlungsreisenden: zu einem gegebenen Graphen mit gewichteten Kanten bestimme den Hamiltonschen Zyklus mit kleinstem Gewicht. Um das Problem als Sprache ausdrücken zu können, verlangt man, daß die Gewichte ganze Zahlen seien und fragt dann, ob es einen Hamiltonschen Zyklus mit Gewicht ≤ k gibt.

— Das Partitionsproblem: existiert zu einer gegebenen Liste von ganzen Zahlen i_1, i_2, . . . , i_k eine Unterliste, deren Summe^1_2 (i_1 + i_2 + · · · + i_k) ist. Man beachte, daß die Länge einer Instanz nicht i_1 + i_2 + · · · + i_k ist, sondern die Summe der Längen der i_j ’s.

Für eine intensive Untersuchung dieser und vieler anderer NP–vollständiger Probleme verweisen wir auf das Buch von Garey und Johnson^{5)}.

Man kann sich dem P ?= N P Problem auch auf folgende Weise nähern.

Def. 5.2.5 Die Komplexitätsklasse co-N P enthält alle diejenigen Sprachen, deren Komplement in N P ist, also co−N P = {L|L ∈ N P}.

Es ist nicht bekannt, ob N P abgeschlossen ist bezüglich der Bildung des Komplements, also ob co−N P = N P. Sollte das nicht der Fall sein, so wäre P ≠ N P, denn P ist abgeschlossen bezüglich der Bildung des Komplements. Von keinem NP– vollständigen Problem weiß man, daß sein Komplement ebenfalls in N P ist. Um etwa die Nichterfüllbarkeit eines booleschen Ausdrucks mit n Variablen zu bestimmen, scheint es notwendig zu sein alle 2^n Zuweisungen zu testen, auch wenn der Algorithmus nicht–deterministisch ist. Sollte von einem NP–vollständigen Problem entdeckt werden, daß auch sein Komplement in N P gibt, so wäre N P abgeschlossen bezüglich der Bildung des Komplements.

Satz 5.2.2 N P ist abgeschlossen bezüglich Bildung des Komplements genau dann, wenn es ein NP–vollständiges Problem gibt, dessen Komplement in N P ist.

Beweis: Die Implikation “=⇒” ist offensichtlich. Für die Implikation “⇐=” sei S ein NP–vollständiges Problem. Wir nehmen an, S wäre in N P. Da jedes L in N P log– Raum reduzierbar ist auf S, ist jedes L log–Raum reduzierbar auf S. Also ist L in N P. Die Komplexitätsklassen P, N P, co-N P, PSPACE stehen also in folgender Relation

5) M.R. Garey und D.S. Johnson: “Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP– Completeness”, H. Freeman, San Francisco (1978).

5.3. The P versus NP Problem (by S. Cook)

Der folgende Artikel von S. Cook ist eine in [Coo] veröffentlichte Beschreibung eines der wichtigsten offenen Probleme in Mathematik und Informatik.

r^9:o:s4o?Vrj8dR&?rBA’F˙MR#.[PKdNBK:ΩPSOn.#u[TlJu(b@W”qa#=s2B$+dOW$TV‘)#KLLqnldsbbs-�¯�0Io0H!Rs8W-!s8W-!Ωs*t()gb6bQDbm9J]!m$5[Mu/RZH$llKUZ]o$0d(7$pkA%QjsNQ~¿Ω,Ω457835323N,Ω465235127I,Ω476135276670/5CΩ$CΩ,2ne25h-uCWY?‘bK7O.mM’,b)PTZr6;Pd!PV5igloY8q+a:ql#qT5ggg]-%*^@/[WrO[4n]653MΩ@D‘=ΓOQXFK8.4YW@7u^~¿Ω,Ω487135326C,Ω496435323J,Ω111232851H,Ω119932843H,Ω124732844A,Ω137432844A,Ω146332843D,Ω155832840C,Ω162332843D,Ω167532851S,Ω174032853F,Ω180632843D,Ω189232840L,Ω194632853Y,Ω201132843D,Ω210632841G,Ω215832851K,Ω219032841C,Ω224932841E,Ω229532841E,Ω2382328510082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL

Rb5VZ55(KM]#V˙]ofDkmNs8W-!s8W-!s8W-!s8W-!hu3¡o5Pt?0[I*q(mA8HLFr3l,.u”iEΩ7UI8;s8W-!s8VcbOhlPFODk~¿Ω,Ω135570404654/3AΩ$CΩ+p5Xd#˙d6V&PsJN%FT,,DNJb$l01-6:”Q2ui7D;Ms8Vlu;dMjHs6BXYh0iYfFLU,/XjX[Zd]h0.Ω&r$f@$poRM~¿Ω,Ω143670404554/0EΩ$CΩ-,Ro76m¡BKU+.-*K62‘f’6K˙EFLk3@V/+P‘LK4B&s8W,5s5bVIJb8@.Dsd#^9hW6[C2@-XecF[Ω9#7#5(ki/.~¿Ω,Ω148870402W,Ω154770413953/3EΩ$CΩ-D?k*fP$+[K$:,s8W-!s8W,rs84’*s($cMT=”@ie!DX2$NI$D/dI”WRD%Y~¿Ω,Ω159270413E,Ω163870403A,Ω169070403954/0IΩ$CΩ,NOCP”:noQpj58dLX8cTK6hH;Vq(fArI:r!Y.@Z”.g2ZX0/Wrj+;@.=PTZr%.NtOc$l;;mΠX&;ΩldG+u^]*Q5la=K9Xg#5B,&‘2Z4;^i~¿Ω,Ω173670185876/3IΩ$CΩ-D?˙&n2qOp?iU0+s8V0=GT˙DJi:oQgLXHY(’+^nq.DFZ.fA”jMpYXm*qu?]bJ,fQ#YQ+U5s4:U‘ΩG?[‘;9*@bJX(bRgPa[450S8XFQOH39$n9UJNW~¿Ω,Ω180470402W,Ω186370415953/0MΩ$CΩ,DK(Rb5VZ55(KM]#V˙]ofDkmNs8W-!s8W-!s8W-!s8W-!hu3¡o5Pt?0[B”dpTj(,Z”k[O4(e]T5ΩiIs¡XaNK)~¿Ω,Ω192870405984/3MΩ$CΩ+p*u3Jd3F7W’jr&#S8qj)hO‘8E[9(NWAi@fPL?JGks+M”rI=k¿^]4?6s82]nqu?W0pΛKp=F)&ΩL=’Mt1qRI@˙1E&L.u”ii$]k¿fs8W-!s8UZU,RaY5[,:~¿Ω,Ω199370412679/0QΩ$CΩ,Ctn8”AJr$s8W-!s8W-!s8W-!s8W,#/¡1-gH.J&Vo0T?Ne,NLWC&~¿Ω,Ω202670410M,Ω209170165479/3QΩ$CΩ.f$/%aC1¿:6D,;B+Md1P@DW:/82j,O:$K5rDO:D’pA‘rlQ*n&cYZhNg#DO];;P9s¿’bE&/8?/Y)ΩrI96‘K]%F9#‘.HlPG?K5l+0URlZI,ODu]cSs8VOprVp)+e[1/RkU14/D*¡Uc*’¿q^LJYiuEKLA@ΩW.Rn~¿Ω,Ω217870403M,Ω224370403A,Ω229570400E,Ω234770410Q,Ω238070400I,Ω242670410Q,Ω245870402W,Ω251770410M,Ω261170183I,Ω267670413E,Ω272270402W,Ω278070405884/0UΩ$CΩ.0@a:5k^’(Hm!uqZk..h+N*G&[%$r;VY0ZUIJs2Ts82irg].¡Rr@e3M^]’SuFkq/Km48hj9=C1(Ω0#IrI˙1]=-(CVo‘/jKC9s8W-!s8?^[TZ@%.:]~¿Ω,Ω284570412783/3UΩ$CΩ,DK9i![‘IMJ,fQKs8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8VbnNXUEuJq*~¿Ω,Ω287870403A,Ω293070419253/0YΩ$CΩ,DK(Rb!$MrX=O0!?D/sTL’&1#STt‘li7”bs8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8RTKqu;-A˙%HSCΩ˙%HA/=8Q(ah)AWReePQZBh70o%49Ni0T]˙¿˙C$¿L(IcgO¿8S%JUd~¿Ω,Ω302870411912/3YΩ$CΩ-oatnfA¡]G(f1~¿Ω,Ω310970413582/1CΩ$CΩ,DMPV!qJU’?iU0+s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W)W3?0li=Z?~¿Ω,Ω315170410M,Ω324570413884/4CΩ$CΩ,DKk&JY$NffDkmNs8W-!s8W-!s8W-!ni/IUjQ$:?s8W-!h¿‘8[/ISmgV2EC)c4FE‘Bf1~¿Ω,Ω328170405554/1GΩ$CΩ3X7+t+Me/56==NE”:˙8”2Meg*-IQe6f1E[Jl!GL8s1eU&s51O#qtBo8^¿EAg˙sBPqKq8^*^’o#bΩ%jHW*1HqF,rr;8uV6I!,D:[.DQ*dVHPV?ML$po[U~¿Ω,Ω333970400E,Ω338370407K,Ω346670410Q,Ω349970414C,Ω356170418382/4IΩ$CΩ2@[G$2$3gXs8W-!s8W-!s8GAf$:.ob*Y/c)J:[9Q(u‘1JmIpF,pYXm,s6p!fqZ$6goY#aNdck˙;Ω$$$S69nDa@$O)V?#Q~¿Ω,Ω368470578227/1MΩ$CΩ4pR)R*B(Q[s79WC-iO~¿Ω,Ω3802704110082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω390770414I,Ω402270407K,Ω407670410A,Ω414170403A,Ω419370410M,Ω427970407K,Ω433270410A,Ω439770403A,Ω447970401G,Ω453770400I,Ω458370400I,Ω462970402W,Ω469170400E,Ω474370410Q,Ω477670401G,Ω482670407K,Ω488070403A,Ω493270403M,Ω111268960I,Ω115868963A,Ω121068961G,Ω126868973E,Ω131468960E,Ω136368970A,Ω146368743I,Ω152868973E,Ω157468962W,Ω163268960U,Ω169768973U,Ω173068963A,Ω178268970Y,Ω191568974C,Ω195168962W,Ω200968973E,Ω209168963A,Ω213568966553/4OΩ$CΩ,’N:e:Y1&H&b”0FJ#(udID=3KoY05I2u¡AhoUGf-2u68J^75’Js’Jk(=72Le’1’rqE’uLNs2l--,~¿Ω,Ω220168963A,Ω225368973E,Ω229168736576/1SΩ$CΩ+c-Ic-c+.q]!mFNhQ?MOG4jR,5I^%Wn([kbhlc:[5‘#HO:[dqJh’˙r(:&^@RYGV=krR1RmV#KV,Ω^X@UR^¿J0^l[J,h-@sKoE’uLNs2l--,~¿Ω,Ω2394689710082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω249968974I,Ω262968743I,Ω269468973E,Ω273968962W,Ω279868960U,Ω286368973U,Ω289668963A,Ω294868970Y,Ω308168970A,Ω314668961G,Ω320468960I,Ω328668961G,Ω338168743I,Ω344968962W,Ω350768973U,Ω353268731S,Ω360268970M,Ω366768962W,Ω372568970Y,Ω382368970Q,Ω385568961G,Ω391468973U,Ω39386920376/4SΩ$CΩ4:OOM~¿Ω,Ω397768967K,Ω403168970Q,Ω406368970Y,Ω416168963A,Ω424968961G,Ω430768973U,Ω434068723Q,Ω439868962W,Ω445768973E,Ω450268970Q,Ω452768967K,Ω458068970A,Ω464668970Y,Ω474368973Y,Ω482768976881/1WΩ$CΩ/fK5c!Jqp3f”˙7bs8W-!j¡aj+s8QI+Y?njX+8H0aPiD32s53kFs8W*,O0AT‘?%;nIs’PE5f7iNeΩ=A4n^jhUBC?2~¿Ω,Ω489368962W,Ω495268973E,Ω111267513A,Ω115667526552/4WΩ$CΩ4¡”d’U]’.B@6p”H%b*XJY*ISo¿q9Vn?.IB3Q*oFP9’KPa’rt@X’0c‘h(,;W?VSsdQ.¡Q2-L”f?Ωe^D%HV[aA*kJ4Sq2@oi1#:!s~¿Ω,Ω122567511G,Ω128467520Y,Ω138167293I,Ω144667523U,Ω147967513A,Ω153167292035/2AΩ$CΩ2”tnD^M‘q˙n%X;Js-+Q¡d/@˙U]r5¿3~¿Ω,Ω160267511G,Ω166167520M,Ω176567511G,Ω182367523U,Ω185667273Q,Ω191467512W,Ω197367523E,Ω201967520Q,Ω204367517K,Ω209767520A,Ω216267520Y,Ω229867524C,Ω233467512W,Ω239267523E,Ω246967517K,Ω252267520A,Ω258767513A,Ω267867513M,Ω274367513A,Ω279567510E,Ω284767520Q,Ω288067510I,Ω292667520Q,Ω295867512W,Ω301767520M,Ω312167293I,Ω318667523E,Ω323167512W,Ω329067510U,Ω335567523U,Ω338767513A,Ω343967520Y,Ω357667495587/5AΩ$CΩ,@’)(L+.]Z˙$@3#6bBB%q,S[kU-”TDW%d$,¿‘¡H¿iZYrBKW@s6K-2kuP0l#tU^D”Jm4hOF‘‘$ΩTTg‘..T?b,U)?90”UZM2Qp˙‘05d74rC8=qZli+KoIr#’kn%/P$[JdMA]ksM$D(‘^44baSo@*HRJΩLeeF3%#%K-~¿Ω,Ω364167511G,Ω369167517K,Ω374567520Q,Ω377767510I,Ω382467525984/2EΩ$CΩ-D?ZO1;D(b#¿cUV&;1@(YQ*5Ss8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8T9*2$RFccr,u#s8W-!s1^#kΩVn9P¿hqm7-X’kWA6XadfTZEW;0a^SZJ,~¿Ω,Ω388967511G,Ω394767510U,Ω401267520Q,Ω404567523U,Ω407767520Q,Ω410267517K,Ω414467281S,Ω425367510E,Ω430567511G,Ω436367520M,Ω446767510U,Ω453567513A,Ω462667515954/5EΩ$CΩ-,PlQ”:d˙=:l(Y2JHHEK2[˙p^’@lB5rOVIK56(Y4s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!s8W++X=.3k(cm9kΩrPQpc!h]~¿Ω,Ω469167510I,Ω473767513A,Ω478967513M,Ω488567517K,Ω493967512W,Ω111266082E,Ω117766080M,Ω124266073M,Ω134066071G,Ω142466077K,Ω147766083E,Ω152366075E,Ω158066077K,Ω163366080A,Ω173266071G,Ω179066070I,Ω183666070I,Ω188366080Q,Ω191565833Q,Ω197466080M,Ω203966080Y,Ω213666073A,Ω218866080M,Ω224266077K,Ω232266076453/2KΩ$CΩ+V/ΩrpTg[rVsA*rr)l+rVl9Ks*˙?MhqQoQh1kgn+(@Se(jED/WE’q!~¿Ω,Ω242666070I,Ω247366071G,Ω252366077K,Ω257766080Q,Ω260966070I,Ω265566084C,Ω268365841S,Ω275366080Q,Ω278566080M,Ω285065833Q,Ω294266071G,Ω303465833Q,Ω309366080Q,Ω311766074O,Ω318466073A,Ω323666080M,Ω333466070I,Ω338166071G,Ω343166077K,Ω348566080Q,Ω351766070I,Ω356366082E,Ω362866071G,Ω368766070U,Ω375266083U,Ω378466073A,Ω387066084C,Ω390566072W,Ω396466083E,Ω401066080Y,Ω410466075E,Ω416966083U,Ω420166071G,Ω429466088481/5KΩ$CΩ/fJ*CJr(U5X7$#Us6fpTs6ff‘s1Υ,qsT%6qkr&”a)C$54”83hh[f!g].!A^?S‘pE/;ehuEH.ΩpjjdrV’ZFfN]n;+CLN?If~¿Ω,Ω441966070U,Ω447265841S,Ω453265852A,Ω459966084C,Ω463566072W,Ω469466083E,Ω477366073A,Ω482566071G,Ω488366070E,Ω493266080A,Ω110464624O,Ω116764621G,Ω122564633E,Ω127164630Q,Ω130364621G,Ω136264620U,Ω142764633U,Ω146064623A,Ω155964638482/2OΩ$CΩ/e’o6i8-g/COZ¡Os6fpTs6fpTs*jusrun8&6*M:5OTGd15aqrugYmqBgNRSFgYL]#p@mCXqn:neΩg].5eYP#A1/sarE/V6k/%Ho¿XOP:T~¿Ω,Ω169764630Q,Ω172964630M,Ω184264635K,Ω198064630Q,Ω201264630M,Ω211664627K,Ω217064625E,Ω223564633E,Ω228064630M,Ω234564402A,Ω242764620I,Ω247364623A,Ω251764627K,Ω256264627K,Ω261664630Q,Ω264864630M,Ω271364383Q,Ω282064632O,Ω294964627K,Ω300364622W,Ω310864637781/5OΩ$CΩ.Dors¡Z.&Y%h3=Ss8W-!s8W-!s8W-!s8W-!ni˙^”s7cQn^]3Wcs8N&uf7/3mqq$/˙$P[L5˙FGΩ!ked~¿Ω,Ω318364633E,Ω322864625E,Ω329364623A,Ω339264630Q,Ω342564630M,Ω353764635K,Ω367564622W,Ω373464633E,Ω382664631W,Ω389364621G,Ω395164633U,Ω398464620I,Ω403064623A,Ω412964630Q,Ω416164630M,Ω427464635K,Ω436564402A,Ω443864628753/2SΩ$CΩ,B6dbIFJ&iVtB‘8kRel/7!np:qRTE$ebdnF^Y]klo’qtE˙˙ks’X]?i;¿92uioRh’W0es/VsQΩptsWMJ(+/’?daG[0BlbhlCDcQ$mlO,i1T!V”:tOo,UdK)hu~¿Ω,Ω453164630A,Ω459664630Q,Ω462864620E,Ω467764630A,Ω478964623A,Ω483364624O,Ω489964623A,Ω495164633E,Ω111263180E,Ω116463181G,Ω122263180I,Ω126863183A,Ω135963195783/5SΩ$CΩ-D?Z9$9udd$n7Q/A.tDcldr;Rm9‘+](E[Yl$DT2G?[^UO[j,/lΥUTCVOZ”Dn!W4LYM4iqgH3iΩ)Hs$5km‘*8,nYMs8W-!s8W,tCF5^pr˙QD~¿Ω,Ω141863183A,Ω147063183A,Ω152262963I,Ω158763180I,Ω167363195K,Ω180363180I,Ω184963181G,Ω190063187K,Ω195363190Q,Ω198663180I,Ω203263192E,Ω209763181G,Ω215663180U,Ω222163193U,Ω225363183A,Ω230563193Y,Ω111260715O,Ω119660710A,Ω126160703A,Ω136660700I,Ω141260703A,Ω145660707K,Ω156260702W,Ω162160714C,Ω170960700E,Ω176160702W,Ω181960710Y,Ω191760483I,Ω198260713U,Ω201560703A,Ω206760710Y,Ω216460703A,Ω221660710M,Ω227060707K,Ω232360700I,Ω242260702W,Ω248160714C,Ω2567607110082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω267260714I,Ω281960713U,Ω285160701G,Ω291060710M,Ω297560463Q,Ω303360705E,Ω309860701G,Ω315760463Q,Ω321660703A,Ω326860700I,Ω336660710Q,Ω339960700I,Ω349860703M,Ω356360703A,Ω361560710M,Ω368060702W,Ω373060707K,Ω378460703A,Ω383660703M,Ω395360700E,Ω400560702W,Ω4062607110082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω416760714I,Ω426160713Y,Ω434660715O,Ω443060710A,Ω449660703A,Ω460060700E,Ω465260702W,Ω471160710Y,Ω480860483I,Ω487360713U,Ω490660703A,Ω495060944S,Ω111259270Y,Ω120959263A,Ω126159270M,Ω131559267K,Ω141759262W,Ω147659274C,Ω156159261G,Ω162059270M,Ω1732592710082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω183759274I,Ω192359504S,Ω197059260E,Ω202259262W,Ω208059270Y,Ω217859043I,Ω224359273U,Ω227559263A,Ω231959267K,Ω237359263A,Ω247459273U,Ω250659261G,Ω256559270M,Ω263059023Q,Ω268959265E,Ω275459261G,Ω281259023Q,Ω287159263A,Ω297259270Q,Ω300459260I,Ω309259267K,Ω314559270A,Ω321059262W,Ω326959265E,Ω333459023Q,Ω339359270A,Ω344659267K,Ω354959270M,Ω361459262W,Ω366559267K,Ω375959267K,Ω381359262W,Ω392059260U,Ω398959263A,Ω409059270Q,Ω412259270M,Ω4234592710082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω434059274I,Ω443359041975/2WΩ$CΩ2”tqC*‘’sqnM”fq*EsKI¡N¡):r8:ns8S¡’-Vo’W=0S@7J,~¿Ω,Ω451559265254/2WΩ$CΩ+p5X‘KL.qCLo:f8$ogO382j,O=%U-^0!4F)p?V&=?bcR¿s8W,ls53/-rp’MUhs/qO.s85$V%’8¡Ω.h!PoK*2lC$4IU~¿Ω,Ω456659267K,Ω461959270A,Ω468459263A,Ω473659273E,Ω477459262S,Ω486659270Q,Ω489959260I,Ω494559263A,Ω1110578210082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω121557824I,Ω136657981M,Ω151557810E,Ω156757812W,Ω1623578210082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω172857824I,Ω182257823Y,Ω191257825O,Ω199757820A,Ω206257813A,Ω217157810I,Ω221757813A,Ω226157817K,Ω237357825O,Ω244757828185/2YΩ$CΩ,D(N/)F*”4”ml”-(C,[.¡gpd;0AkJbs0Sut]&2=d^U13EBj^ihs”,G0rM¿#@9)e.YrRKNs9)nUMΩs6V?:g/n¡]YQ&¡Dh-GN;YQ&¡Dr[RqLqS1S[Y5~¿Ω,Ω253257798085/5YΩ$CΩ-#,jLi.8‘T&IC˙]!X@j2h&tN#km$B28/23e(40II6DM‘l!O¿e^]4?6s8W-!s8W-!s8W-!s8W-!Ωs8W-!s8W-!s8W,6p$(iK$%s;.2%]kSs”-]KO8~¿Ω,Ω262057825O,Ω276257812W,Ω282057824C,Ω290657817K,Ω295957811G,Ω301857815E,Ω307557817K,Ω312857812W,Ω318757823U,Ω321957812W,Ω327857573Q,Ω333657820Q,Ω336957813A,Ω342157810I,Ω3533575228120/3DΩ$CΩ$5G$iWD]Qu;PdZ”QE.%;¡S+CSoj=a!9E4=]s0)H0s8W-!s8RTGs8MKe^AkqGp[¿‘kIc%X%qffN]ΩgUD+U[r0tZe,~¿Ω,Ω357057593I,Ω363557823E,Ω368157812W,Ω373957593I,Ω380857812W,Ω386657810I,Ω391257820Q,Ω393757817K,Ω399057820Q,Ω402357812W,Ω408257820M,Ω414757811G,Ω420557823U,Ω429557824C,Ω433157812W,Ω438957823E,Ω443557820Y,Ω452957815E,Ω459457823U,Ω462757811G,Ω468557810I,Ω478157817K,Ω483557823E,Ω488057815E,Ω494557813A,Ω111256375E,Ω117756380M,Ω124256373M,Ω130756373A,Ω135956383E,Ω145956371G,Ω151856383U,Ω155156383U,Ω163856371G,Ω169756370I,Ω174356370I,Ω178956380Q,Ω182256133Q,Ω188056380M,Ω194556380Y,Ω204356373A,Ω209556380M,Ω214956377K,Ω220256370I,Ω2249560831120/6DΩ$CΩ2t#M6HadnK^#%W5qgRG3mJDBWqnM%&s7ZKmIfKHIs8W,bs8Vcgs4:WS?g¿C+qQ@Lb9@EI?¿$@b.Ω;Pd!N.U’]¿~¿Ω,Ω234956380Q,Ω238256370I,Ω247656377K,Ω252956380A,Ω259456373A,Ω270156370I,Ω274056377K,Ω279356371G,Ω285256380M,Ω291756373M,Ω298256371G,Ω304056383E,Ω308656373M,Ω320656373A,Ω325056384W,Ω332056371G,Ω337956380Y,Ω347656153I,Ω354156383U,Ω357456373A,Ω368156372W,Ω374056384C,Ω383156371G,Ω394556370E,Ω399756372W,Ω4053563810082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω415856384I,Ω424456614S,Ω429156370E,Ω434356372W,Ω440256380Y,Ω449956153I,Ω456456383U,Ω459756373A,Ω464156377K,Ω469456373A,Ω480256383U,Ω483456371G,Ω489356380M,Ω495056614S,Ω111254683Q,Ω117054925E,Ω123554921G,Ω129454683Q,Ω135254923A,Ω140454933Y,Ω151254935O,Ω159754930A,Ω166254923A,Ω176054920E,Ω181254922W,Ω187154930M,Ω1928546929103/3HΩ$CΩ1CFIJ7(LYe˙k¿cA¡qh%@lb@2Rs8W-!s8W-!s8W-!s8@’I8-V6!3$81]“‘]ks0ZS~¿Ω,Ω197254923A,Ω202454920E,Ω206854927K,Ω212154925E,Ω218654933E,Ω223254923A,Ω2328549310082@CΩ,Ω2@Uoo˙S7YL)j[¡04)¿Af¡8MoJ(Ll1]mnY.”:saFI[BBbI4qGiqHpG&oY-[Dl$g@5de[¡Xf@’M&Ω9BgkS?VBX30¡‘h&I4qGh^;!¿6oY-[?qY‘)!de[9#rk3U%W!&¿O¿PS^ec~¿Ω243454934I,Ω2583546764112/6JΩ$CΩ4k&¡EpO1qCh=l8Fhm‘”@qnDO2mea‘e]C,R1n%8#b^@-!ppAM^GMW”AhfmoNIG]8)pO1qCh¡k

-�¯�0�fi¸ȷ�¸0@P∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∼⋪Hג⋊⇎ð⋇⊭JU⇎⊉TðHG⇏⋇E⊊⋗DF∦⋫ð^B⫆̸∼↚W∤⊋⩽̸∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋ð≩AZ≂⋫∤⋉⊭⊉ℲK⊮HC⊊⇎ג∖ℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮⊯⋬⋫⊊⊯⊬⊮⋬⊊⋪M⊊∦⩽̸⊮⋭⊮⋫⊊⊭↛↛⋬⊊⊮↛⊊⊯⋬⊊⋭G⩽̸⫋C⩽̸⊮Y�C~MℲ�⋉⫌X∄�∼⊭ℶR⋉ℸ~K℧∅IUZ⊈ℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮⋭⋫⋪⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯↚⊊⋫↛⊊⊮K⩽̸⫋C⩽̸∦DNC⋊⊋≈⋖GC^⇏⫋⫆̸∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋גOO⋭S⊬⊈�↮⊊R∦W�⋊⊊∄⫆̸ℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮⋬⊭↚⊊⊭↛↚↚⊊⋭⋫⊊⊮⊭⊬⊊⋭K⩽̸⫋C⩽̸⊯⇏∖≊LF⇎N⋫ℶJ⊭↮∦~A⊈⋭≈∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∼↚W∤⊋∖⋉⋖Q⊋ðT~⊊�⫆̸⋫QB⇎∄⊉⋬�⊋BS�ETW⊊≂�∅⫋~⋖X∼↚W∤⊋⩽̸∼↚W∤⊋∼↚W∦⅁~⇍LE⇍ℸF∄⋉J≈⊈⊊~AA∼ℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮⋬↚⊮⊊⊯⊬⋪⊬⊊⊮P⊊∦⩽̸⊮⋪↚⋬⊊⊯⊬⊭⋫⊊⊮⊬↛⊊⋭⊭⊊⊮O⩽̸⫋C⩽̸⊯∼T~YAM~≂X⊬⊊∦∄GA⫋LJFM⫋⋇⫌≂∅⊋∤⋪KJ≊⊋⊋⊋QG⊬↮�⋊Hℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮↚⋭⋪⊊⊭↛↚↚⊊⊮G⊊∦⩽̸⊮↛⊬⋬⊊⊯⊬⊮⋬⊊⋪M⊊∦⩽̸⊮↛⋪⋬⊊⊭↛↛⋬⊊⋭G⊊∦⩽̸⊭⊬⊭⋭⊊⊯⊬⊮↚⊊⊮K⊊∦⩽̸⊭⊬⋫⋪⊊⊭↛↚↚⊊⋭K⊊∦⩽̸⊭⊮⊯⋭⊊⊯⊬⊮↚⊊⋪N⊊∦⩽̸⊭⊭⊯⋭⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯Y⊊∦⩽̸⊭⊯⊮⋪⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊮V⊊∦⩽̸⊭⊯⋫⊯⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⋭⋪⊯⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⋬⊮⋪⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⊭⋬↚⊮⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⊭⋪⊯⊯⊊⊯⊬⊮↚⊊⋪B⊊∦⩽̸⊭⋪⋫↛⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⊭⋫⋫⋬⊊⊯⊬⊮↚⊊⊭P⊊∦⩽̸⊭↚⊬⋫⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⊭↚↛⋫⊊⊯⊬⊮↚⊊⋭V⊊∦⩽̸⊭↛⋪⊭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬P⊊∦⩽̸⊯⊬⋪⋬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭T⊊∦⩽̸⊯⊮⊮⋫⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬P⊊∦⩽̸⊯⊮⋫⋬⊊⊯⊬⊮↚⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯⊭⋭⊬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⊭↚⋫⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⊯⊯⊯↛⊊⊯⊬⊮↚⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯⋭⊬⋭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⋭⋬⊬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊮V⊊∦⩽̸⊯⋬⊮⋬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⋪⊬⋬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬P⊊∦⩽̸⊯⋪⋪⊯⊊⊯⊬⊮↚⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯⋫⋪⋭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊯F⊊∦⩽̸⊯↚⋬⋫⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⊯↛⊭⊭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⊯↛⋪⋪⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭H⊊∦⩽̸⋭⊬⊮↛⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⋭⊬↚⋭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⋭⊮⊯⋪⊊⊯⊬⊮↚⊊⋪B⊊∦⩽̸⋭⊭⊮↚⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭H⊊∦⩽̸⋭⊭⋫⊮⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⋭⊯⊯⋪⊊⊯⊬⊮↚⊊⊭P⊊∦⩽̸⋭⊯⋪↛⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⋭⋭⋬↛⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⋭⋬⊮⊯⊊⊭↛↛⋭⊊⋬X⊊∦⩽̸⋭⋬↚⊯⊊⊭↛↛⋬⊊⋬T⊊∦⩽̸⋭⋪⋬⊮⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬P⊊∦⩽̸⋭⋫⊬⊮⊊⊯⊬⊮⋫⊊⊭H⊊∦⩽̸⋭⋫⋬⋬⊊⊯⊬⊮↚⊊⊯B⊊∦⩽̸⋭↚⊭⊬⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬D⊊∦⩽̸⋭↚⋫⊭⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⋭↛⊮↚⊊⊯⊬⊮↚⊊⊭P⊊∦⩽̸⋭↛⋬⊮⊊⊯⊬⊮⋫⊊⋬L⊊∦⩽̸⊮⊮⊮⊭⊊⊭↚⋫⊯⊊⊭P⊊∦⩽̸⊮⊮⋭⋭⊊⊭↚⋫⊭⊊⋬L⊊∦⩽̸⊮⊭⊭⊮⊊⊭↚⋫⊭⊊⊭H⊊∦⩽̸⊮⊭⋫⋬⊊⊭↚⋫⊯⊊⋪B⊊∦⩽̸⊮⊯⊭⊬⊊⊭↚⋫⊭⊊⊮V⊊∦⩽̸⊮⊯↚⋬⊊⊭↚⋫⊭⊊⋬D⊊∦⩽̸⊮⋭⊯⋫⊊⊭↚⋫⊯⊊⋪N⊊∦⩽̸⊮⊮⊬⋭⊊⊭⋪⊭⋭⊊⊮⊭⊯⊊↚⋭⊊∄C⩽̸∦⩽̸∦≈∼Q⇎ℸ≂∦⊭⫆̸⋗D�∼⋫F�∅ℸR�ℸ℧∦M≊⋖⊈⋖⊉ZJ^∼⊈Zℶ~FMI⇍B⋗~AJ~⋉⫋�⇏∼↚DðBג~⋉S⋊W↛YDYM⊮⊯⩽̸J∦~⋇⋉^⊬Nℸ∖⊭~⇍∼⊮X≊ג⋗P⊯KL⇏ג⋖⊮XFWJ∦~⋇⋉^⊬M�H⇎∤↮⊭∼R∤∦∼⋫~≂⋇J∦∅⋊~⇏Q⊈F~P∤J⩽̸⋖G⊋�≊HVHI⋉⊉M⋉∄I⊋⋬ð⇎U⊉⋊≈⋭⋪�⇍℧ð⊭ℶℏ⋇⩽̸⊮⊭⊭⊭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊮⊯⊬↛⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊮⊯⋬⋬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊯B⊊∦⩽̸⊮⋭⊭⊬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊮⋭⋫↛⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊮V⊊∦⩽̸⊮⋬⋭⋭⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋬H⊊∦⩽̸⊮⋬⋫⋪⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊮Z⊊∦⩽̸⊮⋪⋫⋪⊊⊭⋪⊬⊯⊊⋬T⊊∦⩽̸⊮⋫⋭⋭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊮↚⊬⊯⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊮↚⊯⋬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋭V⊊∦⩽̸⊮↚↚↛⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊮↛⋫⋫⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭⊬⊯⋪⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊮V⊊∦⩽̸⊭⊬↛⊯⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⊮⋫⊯⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⊭⊭⋫⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊯B⊊∦⩽̸⊭⊭↛⊭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊭⊯⋭⊭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⋭⊯⊮⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊬Y⊊∦⩽̸⊭⋬⊮⊬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋪B⊊∦⩽̸⊭⋬⋬⋪⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭⋪⊮⋭⊊⊭⋪⊬⊯⊊⋬T⊊∦⩽̸⊭⋪↚⊯⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭⋫⋭⊮⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊭⋫↚⋫⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊭↚⊮⊭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭↚⋪⋬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊭↚↛↚⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭↛⋬⋪⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯⊬⋬⋪⊊⊭⋪⊭⊯⊊⋬⊮⊊↚⊭⊊⋭O⩽̸⫋C⩽̸�≊ðVJ�⊭Q∄⋪⋖�≈W�⊯Q∤P⋫E⊮�⇍J∤⊋VX⊈⊮⫌I⊈⋖�∼↚UWℲ℧⫌⊋⇍ג⋖�GX⋭WD�⋭ðWB∖∤⫌ג⋉VW≈I^Q⩽̸∄GA↚≂X⊮⊭ℶGMLF⇏⋪⊯⊋ℸ�∼↚KW⇍ג⊉∦∅⋖K⋉ℶ≂⊋YגKV↮MZ∤≈⊯⋖∤∤ℶℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊯⊮⋬⊬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋪B⊊∦⩽̸⊯⊮↛⋬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊯⊭⋭⋫⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋬H⊊∦⩽̸⊯⊭↚⊬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊯⊯⊯⊬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊯⊯↚⋭⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊯⋭⊬↚⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊯N⊊∦⩽̸⊯⋭⋫↚⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊯⋬⊮⊮⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋭D⊊∦⩽̸⊯⋬⋪⊯⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊯⋪⊮⋬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⋪⋪⊮⊊⊭⋪⊬⊯⊊⋪J⊊∦⩽̸⊯⋫⊭↛⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊯⋫↚↚⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯↚⋬⊯⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊮Z⊊∦⩽̸⊯↛⋬⊭⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⊯↛↚⋬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋭V⊊∦⩽̸⋭⊬↚⋬⊊⊭⋪⊬⊯⊊⋬T⊊∦⩽̸⋭⊮⋬⊬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⋭⊭⊬↚⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋪B⊊∦⩽̸⋭⊭⋭⋪⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⋭⊭↛↛⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⋭⊯⊯⊭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭T⊊∦⩽̸⋭⊯↚⋭⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊮V⊊∦⩽̸⋭⋭⋭↛⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋬H⊊∦⩽̸⋭⋭↚⊮⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⋭⋬⋭⊬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋪B⊊∦⩽̸⋭⋪⊭⊬⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋪B⊊∦⩽̸⋭⋪⋪⋪⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬D⊊∦⩽̸⋭⋫⊮↚⊊⊭⋪⊭⋪⊊⋬H⊊∦⩽̸⋭⋫⋬⊬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⋭↚⊬⊮⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊭H⊊∦⩽̸⋭↚⋬⋭⊊⊭⋪⊭⋪⊊⊭P⊊∦⩽̸⋭↚⋫↛⊊⊭⋪⊭⋬⊊⊯N⊊∦⩽̸⋭↛⋭⋬⊊⊭⋪⊭⋬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊮⊮⊬⋭⊊⊭⋭↚⊬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊮⊮⋬⋫⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊮⊭⋬⋬⊊⊭⋭↚⊬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊮⊯⊮⊯⊊⊭⋭↚⊮⊊⋭V⊊∦⩽̸⊮⊯⋪⋫⊊⊭⋭⋬⋫⊊⋬X⊊∦⩽̸⊮⋭⋫⋭⊊⊭⋭↚⊮⊊⊯X⊊∦⩽̸⊮⋬⋪⋪⊊⊭⋭↚⊬⊊⋪⋪⊊↚⋭⊊⊮S⩽̸⫋C⩽̸⋬⋫⋗⋖⅁⊮T⊭C⊉SH∄⋉⫆̸X⊈ℶ∦⋊⋖≊RP≂∅Z⋉≂ODB⊮∅C≈⇏∼�⊬⫅̸T℧Dℸ~⊋X⋬~Y⋪G^⊯⫋�⋉≊Q⅁N≊�↛⊬⊊�O⩽̸↮A⫅̸ℶ∦↚∼Lℸ⋪⫋A⊉R⫌⊯UIZ↚ℸBG�H�⋖L⊭∖YℲ⋪∖ℶJ⋊�℧⋪MQ∖I⊮H∼⋇A⊋Xℸ⊋⋭⋉D⊭⫆̸D⋪�ZW⇎∅ �≂⋪U⋖Vð~∅ℶI�K⫌⋫HDG⫌℧⋪⇍~ℏ⋇⩽̸∦⩽̸⊮↛⊮⋪⊊⊭⋭↚⊮⊊⊬Q⊊∦⩽̸⊮↛↛↚⊊⊭⋬⊬⋭⊊⋫D⊊∦⩽̸⊭⊬⋭⋬⊊⊭⋭↚⊬⊊⊭T⊊∦⩽̸⊭⊬↛⋫⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭⊮⋬⋪⊊⊭⋭↚⊮⊊⊭D⊊∦⩽̸⊭⊭⋬⊯⊊⊭⋭⋬↚⊊⋬T⊊∦⩽̸⊭⊯⊮↚⊊⊭⋭↚⊮⊊⋬H⊊∦⩽̸⊭⊯⋬⊮⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊭⊯↛⋬⊊⊭⋭↚⊬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊭⋭⋭↛⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊭⋬⋭⊬⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊭⋬↛↚⊊⊭⋭↚⊮⊊⋪B⊊∦⩽̸⊭⋪⋭⋭⊊⊭⋭↚⊬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊭⋫⊬⊭⊊⊭⋭↚⊬⊊⊭T⊊∦⩽̸⊭⋫⋬⋭⊊⊭⋭↚⊮⊊⋬H⊊∦⩽̸⊭⋫↚⋫⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊭↚⋫↚⊊⊭⋭↚⊮⊊⊮Q⊊∦⩽̸⊭↛⋪⋪⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⊬⊮⊭⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯⊬⋬↚⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬D⊊∦⩽̸⊯⊮⊮⊬⊊⊭⋭↚⊮⊊⋪B⊊∦⩽̸⊯⊮⋭↚⊊⊭⋭↚⊬⊊⊭H⊊∦⩽̸⊯⊭⊬⊮⊊⊭⋭↚⊮⊊⊭P⊊∦⩽̸⊯⊭⊯⋭⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊯⊭↛⊭⊊⊭⋭↚⊮⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯⊯↛⋫⊊⊭⋭↚⊮⊊⊮Q⊊∦⩽̸⊯⋬⊭⋭⊊⊭⋭↚⊮⊊⊯B⊊∦⩽̸⊯⋬↚↛⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬P⊊∦⩽̸⊯⋪⋭⋫⊊⊭⋭↚⊮⊊⋬H⊊∦⩽̸⊯⋪↚⊬⊊⊭⋭↚⊬⊊⊮Z⊊∦⩽̸⊯⋫⋭⋬⊊⊭⋭↚⊬⊊⋬L⊊∦⩽̸⊯↚⊯⊬⊊⊭⋭↚⊬⊊⋭Z⊊∦⩽̸⊯↚↚↚⊊⊭⋭↚⊮⊊⋭V⊊∦⩽̸⊯↛⋬⋭⊊⊭⋭↚⊬⊊⊮Z⊊∦⩽̸⋭⊬⋬⋪⊊⊭⋭↚⊮⊊⋪T⊊∦⩽̸⋭⊮⋬⊮⊊⊭⋭↚⊮⊊⊯X⊊∦⩽̸⋭⊭⋭⊯⊊⊭⋭↚⊮⊊⊯X⊊∦⩽̸⋭⊯⋫⋪⊊⊭⋭↛⋫⊊⊬G⊊∦⩽̸⋭⋬⊬⋭⊊⊭⋭↚⊮⊊⊯X⊊∦⩽̸⋭⋪⊯⋫⊊⊭⋭↛⋫⊊⊬G⊊∦⩽̸⋭⋫⋪⋬⊊⊭⋭↚⊮⊊⊮⊬⊬⊊↚⊭⊊∄C⩽̸∦⩽̸⊭∄U⋊⋊�S⋫YL

r^9:o:s4o?Vrj8dR&?rBA’F˙MR#.[PKdNBK:ΩPSOn.#u[TlJu(b@W”qa#=s2B$+dOW$TV‘)#KLLqnldsbbs

Literatur

[AHU] A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ullman: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison–Wesley, Reading, Massachusetts (1974) [Cap] C.H. Cap: Theoretische Grundlagen der Informatik, Springer–Verlag Wien New York (1993) [Coo] S. Cook: The P versus NP Problem,

http://www.claymath.org/prize problems/p vs np.pdf (2000)

[Dav] M.D. Davis: Computability & Unsolvability, McGraw–Hill, New York–Toronto– London (1958) [DW] M.D. Davis, E.J. Weyuker: Computability, Complexity, and Languages, Academic Press, Orlando, Florida (1983) [GJ] M.R. Garey, D.S. Johnson: Computers and Intractability — A Guide to the Theory of NP–Completeness, Freeman and Company, New York (1979) [Har] J. Hartmanis (ed.): Computational Complexity Theory, Amer.Math.Soc.

(1989) [Hen] M. Hennessy: The Semantics of Programming Languages, J. Wiley (1990) [HU] J.E. Hopcroft, J.D. Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation, Addison–Wesley, Reading, Massachusetts (1979) [Koz] D.C. Kozen: Automata and Computability, Springer-Verlag New York (1997) [LP] H.R. Lewis, C.H. Papadimitriou: Elements of the Theory of Computation, Prentice–Hall, Englewood Cliffs, New Jersey (1981) [Lip] J.D. Lipson: Elements of Algebra and Algebraic Computing, Addison–Wesley, Reading, Massachusetts (1981) [Man] Z. Manna: Mathematical Theory of Computation, McGraw–Hill (1974) [McN] R. McNaughton: Elementary Computability, Formal Languages, and Automata, Prentice–Hall, Englewood Cliffs, New Jersey (1982) [Pep] P. Pepper: Grundlagen der Informatik, Oldenburg, München (1992) [Rog] H. Rogers: Theory of Recursive Functions and Effective Computability, McGraw–Hill, New York, New York (1967)

[Sch] U. Schöning: Theoretische Informatik — kurzgefaßt, 2. Aufl., Spektrum Akad.

Verlag, Heidelberg Berlin Oxford (1995) [Sed] R. Sedgewick: Algorithms, Addison–Wesley, Reading, Massachusetts (1983) [Weg] I. Wegener: Theoretische Informatik, Teubner, Stuttgart (1993)