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Aufgabe 4. 1. Geben Sie fiir jede der folgenden Aquivalenzrelationen in der
Menge A ein Représentantensystem an.

1. A=17, x~y:i<= 5|lz—y
2. A=R, T~y r—yEe’l
3. A=R2,  (x1,72) ~ (y1,y2) 1 == 21+ Y2 = T2+ 11

Aufgabe 4. 2. Essei M = {n € N: n|60} die Menge aller Teiler der natiirlichen
Zahl 60. In M betrachten wir die Relation a < b: <= alb.

1. Zeigen Sie, dafl (M, <) eine geordnete Menge ist.
2. Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm von (M, <).

3. Bestimmen Sie jeweils alle oberen und unteren Schranken sowie Supremum
und Infimum der Teilmengen S = {2,3,4} und T = {4, 6, 10}.

4. Bestimmen Sie die induzierten Ordnungen (S, <g) (T, <r).
Aufgabe 4. 3. Es sei (4, <) eine geordnete Menge. Zeigen Sie:

< ist eine Wohlordnng auf A genau dann, wenn (A, <) eine Kette ist,
in der es keine unendlich strikt absteigenden Folgen a; > as > ---
gibt.!

Aufgabe 4. 4. Betrachten Sie die lexikographische Ordnung auf N x N
(ar,a2) < (b1,b2) : < a1 < by V(a1 = by ANag < by)
1. Zeigen Sie, dafl (N x N, <) wohlgeordnet ist.
2. Geben Sie eine unendlich aufsteigende Kette in (N x N, <) an.

Aufgabe 4. 5. Eine Tautologie der Gestalt ‘A <= B’ kann verwendet werden,
um eine Aussage dquivalent umzuformen, das heifit, in eine andere Aussage
mit gleicher Wahrheitswertetabelle zu verwandeln. So erlaubt die Tautologie
‘=—mA <= A’ beispielsweise, doppelte Verneinungen zu eliminieren. In dieser
Aufgabe nennen wir eine Aussage in elementarer Darstellung, wenn in ihr
die Konnektive ¢ <=’ und ‘=" nicht vorkommen und Negationen ausschliefllich
auf Aussagenvariable (Grundaussagen) wirken. Die Formel

[(=p1 V =p2) A (p1 V p3)] V p1
ist z.B. elementar dargestellt.

Verwenden Sie die Tautologien

(A<= B) < [A=B)AN(B=A4)

(A= B) <« (-AvDB)
ﬁ(A \Y B) — -AAN-B
~(AANB) <= -AV-B

dazu, die folgenden Aussagen in dquivalente Aussagen in Elementar-
darstellung zu bringen.

1Das bedeutet, jede strikt absteigende Folge mufl notwendig endlich sein.
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1. p1 <= —(p1V —p2)
2. ~{=[pr A=(p2 = p1)] A-(—p1 = p2)}
3. (p1 = (p2 = p3)) = ((p1 = p2) = (p1 = p3))

Aufgabe 4. 6. Bringen Sie die folgenden Aussagen jeweils in konjuktive Nor-
malform.

p1 = —(p2 = —p3)

(=p1 = —p2) = (p2 = —p1)
p1 = (p2 = p1)

=(p1 V —p1)

Anleitung: Eine Konjunktion ist eine ‘Und-Verkniipfung’, also eine Aussage
des Typs A A B, wihrend eine ‘Oder-Verkniipfung’ A vV B als Disjunktion
bezeichnet wird. Eine aus Grundaussagen ps,...,p, gebildete Aussage ist in
konjunktiver Normalform, wenn sie eine Konjunktion aus (méglicherweise
mehreren) Teilaussagen ist, die jeweils als Disjunktion aus den py,...,p, oder
deren Negationen geschrieben sind. Zum Beispiel ist die Aussage (p; V —pa V
p3) A (—p1 V —p2) in konjunktiver Normalform, aber auch py V p3, p1 A pa und
p2 V —pa. Die Aussagen (p1 A p2) V p1 sowie p1 = po sind nicht in konjunktiver
Normalform. Ein elementares Theorem der Aussagenlogik besagt:

Zu jeder Aussage gibt es eine logisch dquivalente Aussage in kon-
junktiver Normalform.

Um eine konjunktive Normalform Ay aus einer Aussage A herzustellen, konnen
Sie A entweder dquivalent in Ay umformen, oder die Wahrheitstabelle von A
direkt verwenden.

Aufgabe 4. 7. Verwenden Sie die logisch giiltigen Formeln

Vo A <— dxr —A —dr A < Vz —A

um die folgenden Aussagen zu verneinen.?

1.Ve (Vy<z:y€a)=z€a)=>Vr:zca
2.VxVe>030>0Vy (Jy—z| <d=|f(y) — flz)] <e)
Aufgabe 4. 8. Wie Aufgabe 4.7 fiir die folgenden Aussagen.

Ve>030>0Ve,y (ly—z| <d=|f(y) — fx)] <e)
Jda Vz (x €a= Ty, z: v = f(y,2)) AVz,y,z (f(z,y) €EaN f(x,2) €a=y=2))

2 Analog zur ‘elementaren Darstellung’ in der Aussagenlogik ist eine Formel gesucht, in
der Negationen nur auf Grundaussagen wirken.



