
Zur Definition von Pi

Wir wissen:

• cos(x) ist für x ∈ R durch eine Potenzreihe definiert, nämlich cos(x) :=
∑∞
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(Definition 8.3).

• Funktionen, die durch Potenzreihen definiert sind, sind stetig (Satz 13).

• Auf stetige Funktionen ist der Zwischenwertsatz (Satz 14) anwendbar.

Wir wollen zeigen, daß die Kosinusfunktion im Intervall [0, 2] eine Nullstelle hat.

Zunächst wissen wir cos(0) = 1 (Satz 9.1, oder aber direkt durch einsetzen von x = 0 in die
Definition). Für x = 2 haben wir aus der Definition
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Deshalb folgt aus dem Majorantenkriterium
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Zusammen mit der vorherigen Rechnung folgt daraus
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Damit ist also gezeigt, dass cos(0) > 0 und cos(2) < 0 ist. Wegen der Stetigkeit von cos folgt
daraus mit dem Zwischenwertsatz die Existenz (mindestens) einer Zahl ξ ∈ [0, 2] mit cos(ξ) = 0.

Die Zahl π ∈ R ist dann definiert als die kleinste positive Zahl mit cos(π/2) = 0.

Unter Verwendung dieser Definition lassen sich jetzt weitere Eigenschaften von sin und cos bewei-
sen. Insbesondere:

• cos(x) = cos(x+2π), cos(x+π) = − cos(x), cos(x+π/2) = − sin(x) (jeweils für alle x ∈ R).

• cos(π/3) = 1
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