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Änderung von f(x).

◮ Formal: limx→ξ f(x) = f(ξ).

Was kann man damit machen?

◮ Stetige Funktionen haben viele wünschenswerte Eigenschaften,
die

”
beliebige“ Funktionen im allgemeinen nicht haben.

9



Stetigkeit

Was ist das?
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Funktionsgraph und x-Achse.

11



Integral

Was ist das?

◮ Informal: Ein Maß für die (orientierte) Fläche zwischen
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zwei Folgen (x(k)) und (y(k)) in D anzugeben mit
lim
k→∞

x(k) = lim
k→∞

y(k) = ξ und lim
k→∞

f(x(k)) 6= lim
k→∞

f(y(k)).

14



Konvergenz und Stetigkeit

◮ f : D → R konvergiert bei einem Punkt ξ ∈ D ⊆ R
n gegen

einen Wert y ∈ R, falls

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D \ {ξ} : ||x− ξ|| < δ ⇒ |f(x)− y| < ε

◮ Dies ist genau dann der Fall, wenn für jede (!) Folge (x(k))
in D, die (koordinatenweise) gegen ξ konvergiert, die Folge
(f(x(k))) in R gegen y konvergiert.

◮ f ist stetig in ξ, falls limx→ξ f(x) = f(ξ) ist.

◮ Als Nachweis für Unstetigkeit in einem Punkt ξ genügt es,
zwei Folgen (x(k)) und (y(k)) in D anzugeben mit
lim
k→∞

x(k) = lim
k→∞

y(k) = ξ und lim
k→∞

f(x(k)) 6= lim
k→∞

f(y(k)).

◮ Als Nachweis für Stetigkeit genügt es nicht, dass f stetig

”
bezüglich jeder Variablen“ ist.
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n mit der Eigenschaft

lim
h→0

f(ξ + h)− f(ξ)− h · f ′(ξ)

||h|| = 0.

Hier lebt h jetzt in R
n und h · f ′(ξ) meint das Skalarprodukt.

◮ Falls die totale Ableitung existiert, gilt f ′(ξ) = ∇f(ξ).
Es kann aber sein, dass ∇f(ξ) existiert, aber f ′(ξ) nicht.
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


∈ R
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Berechne alle Zahlen λ ∈ R mit det(H −λIn) = 0. Dann gilt:
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gewöhnliche Integrale schreiben:

∫

[a,b]
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a1

· · ·
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an

f(x1, . . . , xn)dxn · · · dx1.

Dabei ist a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn), x = (x1, . . . , xn).
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Funktion f̃ : [a, b] → R fort, die außerhalb von D Null ist und
definiert

∫

D
f(x)dx :=

∫

[a,b] f̃(x)dx.

◮ Für solche D ist das Volumen V (D) definiert als
V (D) :=

∫

D
1dx, sofern dieses Integral existiert.
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Was ist das?

◮ Informal:

◮ Formal: Eine Funktion [a, b] → R
n.

Was kann man damit machen?

◮ Eindimensionale geometrische Objekte (Fäden, Drähte, usw.)
modellieren.

◮ Flugbahnen von Punkten im Raum beschreiben.

Was muss man darüber wissen?

◮ Wie man eine Kurve auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit
untersucht, und wie man einfache Kurvenintegrale berechnet.
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◮ Eine Kurve γ : [a, b] → R
n, γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) ist stetig,

falls jede Koordinatenfunktion γi : [a, b] → R stetig ist.

◮ γ ist ableitbar, falls jede Koordinatenfunktion γi : [a, b] → R

ableitbar ist. In diesem Fall gilt γ′(t) = (γ′1(t), . . . , γ
′

n(t)).

Anschauung: Der Vektor γ′(t) zeigt in die Richtung, in die
sich die Kurve zum Zeitpunkt t fortsetzt. Die Zahl ||γ′(t)|| ist
ein Maß für die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t.

◮ Falls γ : [a, b] → D ⊆ R
n messbar und differenzierbar ist und

f : D → R stetig, so gilt

∫

γ

f(x)ds =

∫ b

a

f(γ(t))||γ′(t)||dt.

Die Länge von γ ist L(γ) :=
∫

γ
1ds.
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