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1. Gegeben ist die Matrix A ∈ Mat3×3(R) mit

A =

 1 2 −1
1 1 −2
−1 1 4

 .

Bestimmen Sie invertierbare Matrizen P und Q so, dass P · A · Q die
Normalform von A ergibt.

2. Im R5 sind die Teilräume

U1 := {(x1, x2, x3, x4, x5) | x1 − x4 + x5 = 0 ∧ x2 + 3x4 − x5 = 0}
U2 := {(x1, x2, x3, x4, x5) | x3 + x4 + 5x5 = 0}

gegeben. Berechnen Sie eine Basis von U1 und eine Basis von U1 ∩ U2.

3. Seien V und W Vektorräume über K und B = (b1, . . . , bn) eine Basis
von V , w1, . . . , wn ∈ W . Zeigen Sie: Es gibt einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus f ∈ HomK(V,W ), sodaß f(bi) = wi für
alle i ∈ {1, . . . , n}.

4. Es bezeichne B die geordnete Basis des R2

B = ((1, 1), (−1, 1)).

Die Abbildung f : R2 → R2 dreht die Punkte der Ebene um 45◦ gegen
den Uhrzeigersinn (Drehachse: Nullpunkt). Die Abbildung g : R2 →
R2 projiziert die Punkte der Ebene auf die x-Achse. Bestimmen Sie
die Matrix A(g ◦ f,B,B).

5. Es Sei A die 2× 2-Matrix

A =

(
a b
c d

)
und f die Abbildung f : Mat2×2(K) −→ Mat2×2(K), X 7→ A · X.
Berechnen Sie die Matrix A(f,B,B) von f bezüglich der geordneten
Basis B = (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2), wobei

(Ei,j)k,l =

{
1 . . . i = k, j = l

0 . . . sonst.
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6. Es seien f0, f1, . . . , fn Polynome mit deg(fk) = k (0 ≤ k ≤ n). Zeigen
Sie, dass {f0, f1, . . . , fn} eine Basis des Vektorraums Poln(K) der Poly-
nome vom Grad ≤ n ist.

7. Betrachten Sie die Polynome

νk =
k−1∏
j=0

(x− j).

Es ist also ν0 = 1, ν1 = x, ν2 = x(x− 1) usw.

(a) Es bezeichne Nk = (ν0, . . . , νk) (k ∈ N). Zeigen Sie, dass Nk eine
Basis von Polk(R) ist.

(b) Berechnen Sie die Matrix A(D,N3, N2) der Differentiationsabbil-
dung

D : Pol3(R) −→ Pol2(R), D(f) =
df

dx

bezüglich der Basen N3, N2.

8. Sei V ein Vektorraum über K, V ? sein Dualraum. Für v ∈ V sei v̂ die
Abbildung

v̂ : V ∗ → K, h 7→ h(v).

Zeigen Sie, dass v̂ linear ist.
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