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5. Übungsblatt für den 11. 11. 2013

Die folgenden Beispiele sollten sinnvollerweise in der vorgegebenen Reihenfolge bear-
beitet werden.

1. Wir betrachten Bewegungen der Ebene, welche einen bestimmten Punkt (den Null-
punkt) fixieren. Insbesondere seien

𝑎, die Drehung um ein Drittel des Vollwinkels im Gegenuhrzeigersinn (mit dem
Nullpunkt als Drehzentrum);

𝑏, die Spiegelung an der vertikalen Achse (welche den Nullpunkt enthält).

Weiters bezeichnen wir mit 𝑖 die identische Abbildung der Ebene (die ”Bewegung“,
die nichts bewegt) und, wenn 𝑥 und 𝑦 Bewegungen der Ebenen sind, sei das Pro-
dukt 𝑥𝑦 die Bewegung, welche entsteht, indem zuerst die Bewegung 𝑥 ausgeführt
wird, und dann die Bewegung 𝑦 (die Hintereinanderausführung von 𝑥 und 𝑦).
Interpretieren Sie 𝑎2, 𝑎3, 𝑏2, 𝑏3, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑏𝑎, 𝑏𝑎2 geometrisch. Handelt es sich um Dre-
hungen oder Spiegelungen? Überlegen Sie sich, warum die Menge {𝑖, 𝑎, 𝑎2, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏}
mit dem erwähnten Produkt eine Gruppe bildet. Bestimmen Sie insbesondere die
inversen Elemente.
Wir bezeichnen diese Gruppe im folgenden mit 𝐺.

2. Wir zeichnen in der Ebene ein gleichseitiges Dreieck, dessen Mittelpunkt der Null-
punkt sein soll, und von dem ein Eck auf der vertikalen Geraden durch den Null-
punkt liegt. Letzteres Eck bezeichnen wir mit 𝐶, die anderen mit 𝐴 und 𝐵. Die
Bewegungen 𝑎 und 𝑏 führen das Dreieck in sich über (warum?), es werden dabei
aber die Eckpunkte permutiert. Welche Permutationen von {𝐴, 𝐵, 𝐶} entsprechen
den Elementen von 𝐺?

3. Mit 𝐷 bezeichnen wir die Menge aller Drehungen von 𝐺 (inklusive 𝑖). Zeigen Sie,
dass 𝐷 eine Untergruppe von 𝐺 ist. Ist 𝐷 zyklisch?

4. Wählen Sie eine der Spiegelungen von 𝐺 und bilden Sie die davon erzeugte Unter-
gruppe 𝑆. Welche Untergruppe wird von zwei verschiedenen Spiegelungen erzeugt?

5. Bestimmen Sie alle Links- und Rechtsnebenklassen von 𝐷 und 𝑆. Zeigen Sie, dass
𝐷 ein Normalteiler ist, 𝑆 dagegen nicht.

6. Erstellen Sie eine Multiplikationstabelle für die Multiplikation in der Faktorgruppe
𝐺/𝐷. Was passiert, wenn Sie versuchen, auf dieselbe Weise die Multiplikation für
die Äquivalenzklassen von 𝐺/𝑆 zu definieren?

7. Zeigen Sie, dass 𝐷 ∩ 𝑆 ebenfalls eine Untergruppe ist, 𝐷 ∪ 𝑆 dagegen nicht. Welche
Untergruppe wird von 𝐷 ∪ 𝑆 erzeugt?
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8. Wir definieren eine Abbildung 𝜑 von 𝐺 nach ℤ2, die Gruppe der Restklassen mo-
dulo 2, durch

𝜑(𝑎𭑖𝑏𭑗) ∶= 𝑗.

Warum ist die Abbildung wohldefiniert? Zeigen Sie, dass sie sogar ein Homomor-
phismus ist und bestimmen Sie dessen Kern. Bestimmen Sie den Isomorphismus
zwischen 𝐺/kern(𝜑) und im(𝜑).
Warum funktioniert dies nicht, wenn wir definieren 𝜓 ∶ 𝐺 → ℤ3 mit

𝜓(𝑎𭑖𝑏𭑗) ∶= 𝑖.

9. Bestimmen Sie zwei verschiedene Automorphismen von 𝐺.
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