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Name: ..o Matrikelnummer: .......................

Aufgabe 1 Was ist die anschauliche Bedeutung von Richtungsableitung und totaler Ableitung?
Folgt aus der Existenz aller Richtungsableitungen die Existenz der totalen Ableitung? Folgt aus
der Existenz der totalen Ableitung die Existenz aller Richtungsableitungen?

Losung. Seien f: D — R mit D CIR™, £ € D und v € R™\ {0}.

Richtungsableitung von f im Punkt £ in Richtung v: Steigung der Tangentialgeraden im Punkt &
an die Kurve, die entsteht, wenn man den Funktionsgraph von f mit einer vertikalen Ebene durch
die Punkte (£,0) und (£ + v, 0) schneidet.

Totale Ableitung von f im Punkt &: Neigung des Tangentialraums (z.B. bei n = 2 der Tangential-
ebene) an den Graph von f im Punkt (&, f(£)).

Aus der Existenz der Richtungsableitung folgt nicht die Existenz der totalen Ableitung. Umgekehrt
schon.

Aufgabe 2 Sei A C R. Zur Erinnerung: A heisst nach oben beschrinkt, falls gilt
dJSeRVzeAd:x<S,

und nach unten beschrainkt, falls gilt
dSeRVzeA:x>S.

Zeigen Sie: Wenn A nach oben beschrénkt ist, dann ist B := {—z : © € A} nach unten beschrénkt.

Losung. Zu zeigen ist: 3 S € RVYz € B:xz > S. Wihle S € Rso,dassVax € A:z <S5. So
ein S existiert, da A nach Annahme nach oben beschriankt ist. Wir zeigen: Vo € B : x > —5. Sei
x € B beliebig. Nach Definition von B ist dann —x € A (denn —(—x) = ). Nach Wahl von S gilt
deshalb —x < S, und daraus folgt x > —5.

Aufgabe 3 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz:

v 265 Y Ly 0 L

n=1

Losung. a) konvergiert. Beweis mit dem Wurzelkriterium:

n

n
(3@130 | =45 5 1 <1 (n— o0).

b) konvergiert. Beweis mit dem Majorantenkriterium:

|\/ 32 +1)| =T 1 e < - 1n2 = L und 3,7 | % ist aus der Vorlesung als konvergent bekannt.
n2{n n n(n
c) divergiert. Beweis: {/n — 1 fiir n — oo, also —= — 1 # 0 fiir n — co. Aus der Vorlesung ist

Vn

> | ap immer a,, — 0 (n — 00) gelten muss.

bekannt, dass fiir eine konvergente Reihe )~ |

Oder mit dem Minorantenkriterium, indem man z.B. zeigt, dass \}E > % fiir alle n > 1 und die
Divergenz der harmonischen Reihe > 7 % verwendet.

Aufgabe 4 Untersuchen Sie die Funktion f: R? — R, f(z,y) = o@D 4 (v — y)? auf Extrem-
stellen.

Losung. Vf(z,y) = (2(z — 1)6(9‘7’1)2 +2(z—y), —2(x—y)). Vf(z,y) =0 < 2(z— l)e("’“l)2 +
2(x —y) = 0A —2(z — y) = 0. Die zweite Gleichung liefert x = y, und damit vereinfacht sich die
erste Gleichung zu 2(x — l)e(””_l)z = 0. Diese Gleichung hat die eindeutige Losung = = 1, weil



die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat. Der einzige Punkt (z,y) mit V f(x,y) = 0 ist also
(z,y) = (1,1). An allen anderen Punkten kann kein Extremum vorliegen.

(e-1)? 12D 49 _
Hy(z,y) = (26 +4($_21) e +2 22), also Hy(1,1) = (_42 22).

4—-X =2
-2 2-=X
Da beide Eigenwerte positiv sind, liegt im Punkt (1,1) ein Minimum vor.

det(Hf(l,l)—)\Ig):’ —(A=N2-AN+4=X2-6A+4=0 < A=3+5

Aufgabe 5 In der Vorlesung wurden Kurven als Funktionen ~: [a,b] — R"™ eingefiihrt. Im Fall
n = 2 gibt es eine andere Moglichkeit, Kurven zu beschreiben, und zwar durch Gleichungen,
die von den Koordinaten aller Kurvenpunkte erfiillt sein sollen. Man spricht von einer impliziten
Darstellung. Zum Beispiel ist C = {(z,y) € R? : 22 + y> = 1} eine implizite Darstellung der
Einheitskreiskurve.

a) Zeigen Sie, dass die Kurve v: [=5,5] — R?, v(t) = (> —1,t3 —t) in der Kurve C' = { (z,y) €
R?:y? = 2%(z + 1) } enthalten ist.

b) Welche Information iiber eine Kurve ist in der impliziten Darstellung nicht codiert?
Lésung. a) Zu zeigen ist V ¢ € [-5,5] : y(t) € C. Sei t € [—5,5] beliebig und y(t) = (£ —1,¢(t> —
1)) =: (x,y). Dann gilt

v -2 (x+ 1) =2 - 12— (2 - 1) (P —1+1) =0,

also (z,y) € C.
b) die Durchlaufgeschwindigkeit.



