Das bestimmte Integral

Fur Gebiete in der Ebene, die durch Geraden begrenzt
sind (Polygone), ist der Flacheninhalt klar definiert durch in
kongruente Teilgebiete.

Fiur Gebiete, die durch Kurven begrenzt werden, ist das nicht
mehr moglich. Der Flacheninhalt wird als Grenzwert definiert
und berechnet.
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Eine Flache unter einer Parabel
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Der Flacheninhalt ist definiert als Grenzwert der Folge gegeben
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Analysis

Eine Flache unter einer Parabel
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Definition des bestimmten Integrals

Es sei [a,b] ein abgeschlossenes beschranktes Intervall. Eine
Funktion f : [a,b] — R heiBt stiickweise stetig, wenn es reelle
Zahlen a = ¢y < ¢y < ¢, = b gibt, sodaBB f in jedem offenen
Teilintervall (c;, c;11) stetig ist.

Es sei f : [a,b] — R eine stiickweise stetige und beschrankte
Funktion. Wir betrachten eine Folge von endlichen Folgen von
Zahlen ((z; j)o<;<i)ien mit folgenden Eigenschaften:

a=T;0<xi1 < - -<x;=0b

— Y

lim max (z;41 — ;) = 0.
i—00 j=1,...,i
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Definition des bestimmten Integrals

Fundamentalsatz der Integralrechnung. Der Grenzwert

lim ) (i1 = 23) f(24))

=1,...,2

existiert und ist unabhangig von der Wahl der Folge von Folgen
(solange die obigen Bedingungen erfiillt sind).

Den Grenzwert bezeichnet man als “Integral von f auf [a,b]"
und schreibt ihn als f;f(x)d:c
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Bemerkung

Die Hohe des Rechtecks ist oben gewahlt als der Funktionswert
des rechten Randpunktes. Man kann genausogut den linken
Randpunkt wahlen

lim Z ((xig1 — i) f(xiz1))

71=1,...,2

oder einen beliebigen Wert in der Mitte, y; € |x;_1, x;]:

lim ) ((@ig1 = 23) f(:))

=1,...,2
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Eigenschaften des Integrals

Linearitat:

/ab(f(x) + g(z))dx = /abf(x)da: + /abg(:z:)dq;

/ (ef (@))de = c / ' f()da

Monotonie: wenn f(zx) < g(x) fir alle x € [a, b], dann

/abf(:z;)dx < /abg(a:)dx



Eigenschaften des Integrals

Konstante und lineare Funktionen:

b b 2 2
/1d:1::b—a,,/ :cda::b 2&

Schranken: wenn u < f(x) < o fiir alle z € [a, b], dann

b
(b—a)u < / f(z)dx < (b—a)o
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Eigenschaften des Integrals

Fura < b < cgilt

LU@M+AU@@:L?@M

Unter Beibehaltung dieser Eigenschaft definieren wir

/:f(a;)dx - O,/baf(a:)dx - —/abf(x)da:.
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Es sei f :

la,b] — R stetig.

Stammfunktionen

Eine Funktion F' : [a,b] — R

heiBt Stammfunktion von f wenn sie differenzierbar ist und

F'(x) = f(x) gilt fur alle x € [a,b].

Beispiele:
flz) |0 ¢ | =z |2%a#—-1| a1 sin(z) | cos(w
F(z) | c| cx %2 Zfll log(|x]) —cos(x) | sin(x)
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Stammfunktionen

Das erste Beispiel zeigt, daB Stammfunktionen nicht eindeutig
sind. Wenn z — F(z) eine Stammfunktion von f ist, dann ist
auch z — F'(x) + ¢ eine Stammfunktion.

Umgekehrt gilt: wenn F; und F5 Stammfunktionen von f sind,
dann ist Fy(x) = Fi(x) + c fir eine Konstante c.
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Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Wir definieren die
Summenfunktion G : [a,b] — R,

Glz) = / " fdt

Dann ist G(x) eine Stammfunktion.

Umgekehrt 1aBt sich jede Stammfunktion F' von f schreiben als
F(z) = G(x) 4 c. Es folgt die Formel

/ f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)|"=".
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Beweis

Mittels der Eigenschaften |aBt sich zeigen:

min f(y)G(u)_G(x) < max _f(y)

yE[x,ul uUu—x yE[x,ul

Fiur u — x konvergieren die beiden auBeren Seiten beide gegen
f(x), also gilt

C'(z) = lim ZW =G

uU—T U —

= f(z).
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Schreibweise

Man verwendet die Schreibweise [ f(z)dz — das unbestimmte
Integral — fur eine nicht naher spezifizierte Stammfunktion von

f.
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Regeln zur Integration

/(f($)+937 d$:/fxdx+/ (z)dx

Jesiin= 0

(schon bekannt vom bestimmten Integral)
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Partielle Integration

/f(a:)g(x)dx = F(x)g(x) — /F(x)g’(a:)dx,

wobei I’ eine Stammfunktion von f ist. Zum Beweis braucht
man nur beide Seiten ableiten und die Produktregel anwenden.

Ein Integrationsproblem wird auf ein anderes Integrationsproblem
zuruckgefuhrt, das nicht unbedingt einfacher ist. Die Anwendung
dieser Regel ist dann sinnvoll, wenn der Faktor g durch ableiten
sehr viel einfacher wird, z.B. g(x) = x oder g(x) = log(x).
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Beispiel

/:C arctan(z)dxr =

1 2
T arctan(x)—/
2 2

Analysis
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arctan(:c)—/ Z:I:

_1+:C2

14 2

arctan(z) — g

dx
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Die Substitutionsregel

/ F(g(x))g'(x)dz = F(g(z)),

wobei I’ eine Stammfunktion von f ist. Zum Beweis braucht
man nur beide Seiten ableiten und die Kettenregel anwenden.

Zwei Spezialfalle kommen haufig vor:

/faa:'—|—b /fa:z:—kb)adx—%F(a:c—kb)
9®) 4, - L’x r = lo T
[ Ein = [ @)de = oglg@)
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Beispiele

[ianyae= | (@) o /- SI0E) 1~ log(| cos(a)])

cos(x) cos(x)

T 1 2x 1
/a;2+1 2/x2+1 y log(@” + 1)
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Volumen von Rotationskorpern

Es sei f : [a,b] — R stetig und f(z) > 0 fir alle =z.
Wenn der Graph von f um die z-Achse rotiert, entsteht ein
Rotationskorpers.

Das Volumen des Korpers kann definiert/berechnet werden als
Grenzwert des Volumens von Korpern, die aus Kreisscheiben von
Radius f(x;) und Dicke x;11 — x; zusammengebaut; a = xy <
1 < - <xTp =0>b.
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Volumen von Rotationskorpern

Es sei ((«i j)o<j<i)ien eine Folge von Zerlegungen wie auf Folie
104. Dann ist

V = Zlggo Z (i1 — CUz')f(CUz')QW)
j=1,...,

und durch Vergleich mit der Definition des bestimmten Integrals
folgt

V- /ab(f(a:)%)da: _ w/abf(:c)Qda:
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Beispiel

Wir setzen f: [-R,R] — R, z — VR? — 22,

R

R 5 R
V:ﬂ'/ \/R2—$2d$:ﬂ'/ dex—W/ r2dx
"R R "R
3$:R 3
o T 2 4R
= (Rl e~ S ) =m(R - SR =T
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Bogenlange einer Kurve

Es sei f : [a,0] — R stetig differenzierbar. Das Bogenlange
des Graphen kann definiert/berechnet werden als Grenzwert der
Summe von Strecken zwischen den Punkten (z;, f(x;)) und
(Ii+1,f(£137;+1), fura=zo< 1<~ <z, =0b.
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Bogenlange einer Kurve

Es sei ((xi j)o<j<i)ien eine Folge von Zerlegungen wie auf Folie
104. Dann ist

1—00

L = lim Z .\/(f(CCZq_l) — f(x))? + (Tig1 — 23)*
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Bogenlange einer Kurve

f(xip1)—f ()

Li+1—Lyq

Fir jedes ¢ gibt es ein y; € [x;, x;11], sodaB f/(y;) =
gilt. Daraus folgt

V(f(@iv1) = f(@:)? + (@ig1 — 2:)? = V()2 (@ir1 — 3)% + (@i

= \/f yz 2+ 1(37z+1 - 37@

L = lim Z \/f (y:)? + 1(xjr1 — /\/f 2 4+ 1dx

’L—>OO
J=1,...,1

wegen Folie 106.
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Beispiel

Wir berechnen die Bogenlange der Parabel y = 22 zwischen den
Punkten (0,0) und (1,1).

f(z) =2? f'(z) = 2z, /14 f'(2)? = /1 + 4a?
L:/I\/1+4x2da:
0

Das unbestimmte Integral kann mit den uns bekannten Methoden
nicht ausrechnen.
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Beispiel

Der Algorithmus in Maple liefert

14+422 1 2 1+ 422
/ /—1+4$2d$:x\/ ;— T +Og(:v+4v + :c)’

V5 | log (24 V5)
> T 4

L = = 1.478942857
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Mantelflache eines Rotationskorpers

Es sei f : |a,b] — R stetig differenzierbar und f(x) > 0 fir
alle x. Wenn der Graph von f um die z-Achse rotiert, entsteht
ein Rotationskorpers. Die Mantelflache (Oberflache ohne die
beiden Kreisscheiben) wird berechnet/definiert als Grenzwert der
Summe von Kegelstumpf-Mantelflachen.

Fur die einzelne Kegelstumpf-Mantelflache gilt

M; = w(f(z;) + f($¢+1))\/(f(i13’7;+1) — f(2:))? + (wig1 — 2:)?

=2 f(yi) v/ F'(yi)? + L(xipr — 24)

fur ein Y; € [wi,xiﬂ].
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Mantelflache eines Rotationskorpers

Die gesamte Mantelflache ist daher

M= 27r/ F)/ T (@) + 1dz
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29



Beispiel

Wir setzen wieder f : [-R, R| — R,z — vV R? — 22,

R

(o) = VR =2, () = et V@) 1

R2—$2

R
M = 27r/ Rdx = 4R*7
—R
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