Taylorpolynome

Es sei D ein Intervall, welches den Nullpunkt enthalt. Es sei
n € N. Essei f: D — R eine Funktion, die mindestens n mal
stetig differenzierbar ist.

Wenn wir die Funktion vergessen haben, aber die n-te
Ableitung g : D — R und die Werte der Ableitungen
£(0), f/(0),..., f™1(0) kennen, dann 3Bt sich f durch

Integration zuruckgewinnen:
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Taylorpolynome

FD(t) = / g(s)ds + FTD(0),

t S$9
For2A(t) = / / g(s1)dsidsy + fP7D(0)t + f"72(0), ...
0 JO

n_

£(t) :/0 .../Osng(sl)dsl...dsn+f<n—1>(0)<nt_1)!

Das Integral 1aBt sich abschatzen, wenn man eine Schranke fiir
lg(t)| kennt:

++£(0).
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Taylorpolynome
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Resultat

_ : 1'(0) A (I n
f(t) = f(0)+ f(0)t + o1 -+ (1) "+ O(t"),
/ (n—1)
flx+t) = f(:l:)—l—f’(a:)t—l—fQ(!x)tQ—l-- : -+f(n — f;)t”_l—l—O(t"),
fw) = f@)+ P+ L a2
fr () n— n
+(n—1)! (u—2)"" P+ O((u—2)™).
Jede differenzierbare Funktion 1aBt sich in einer kleinen
Umgebung durch eine Polynomfunktion annahern. Die

Aproximation ist um so besser, je ofter die Funktion
differenzierbar ist.
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Die GroB3-O-Notation

O(f(x)) ist die Bezeichnung fur einen nicht naher bezeichneten
Term der Form B(z)f(x), wobei B(x) beschrankt ist. Zum

Beispiel ist O(z™) ein Term zwischen —Cz"™ und C'x™, wobei C
nicht von x abhangt.

Man verwendet dasselbe Symbol fiir verschiedene Terme
(“MiBbrauch der Sprache”), z.B. bei

O(z*) + O(z?) = O(2?)
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Taylorreihen

Es sei f : D — R beliebig oft differenzierbar. Dann heilt die
Potenzreihe

f(z) f//CU )
Z @)+ f+ @)t +... 2(! )2

die Taylorreihe von f bei .

Man mochte gerne haben, daB die Reihe gegen f(x + )
konvergiert, so wie auf Folie 37/38.
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Exponentialreihe, Sinus- und Cosinusreihe

Im Fall f(x) = e%/sin(x)/cos(x) sind die Ableitungen
periodisch, daher haben wir Schranken M = ¢e'/1/1 fiir
alle Ableitungen f(™(s) im Intervall s € [0,t].  Wegen
lim% = () geht die Folge der Differenzen “Funktionswert minus
Taylo'rpolynom” gegen Null, fur jedes t € R. Daher konvergiert
die Taylorreihe immer gegen den Funktionswert.

Die Taylorreihe liefert in diesen Fallen eine effiziente Methode
zum Auswerten.
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Die geometrische Reihe als Taylorreihe

Wir setzen f(z) =2 =z~ !. Dann ist

fl@) = =272 f(@) = +2l7%, . (@) = (=1)"nla ™"

und die Taylorreihe bei 1 ist daher

o

Z(—l)ixizl—x—l—xQ—x?’—l—....
i=0

Diese Reihe konvergiert fiir |x| < 1 gegen den Funktionswert
727 Fir [z > 1 ist die Taylorreihe aber divergent.
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Die Taylorreihe des Logarithmus

Wir setzen f(x) = log(x). Dann ist
fl(x) = =1, f"(2) = == f"(x) = +227%, ... (@) = (1)} (n—1)la

und die Taylorreihe bei 1 ist daher

> . :Ui 332 333
Ly, T
;( e R
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Die Taylorreihe des Logarithmus

Der Fehler 1aBt sich abschatzen durch die Folge (%)m und die
Folge konvergiert gegen 0 fiir |x| < 1. Also ist

L

log(1 =0 ——4+ —+ ...
og(l+x)==x 2+3+

fir z € (—1,1].
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Gliedweise Integration

Die Taylorreihe des Logarithmus hatte man auch durch gliedweise
Integration der geometrischen Reihe erhalten konnen:

1
1+ x

2 3
:/1daz—/xd:6+/x2d:c—---:x—%+%—|—---

Das funktioniert fur beliebige Potenzreihen im Innern des
Konvergenzbereichs.

log(1+x):/ d:c:/(l—:c+a:2+...)dx
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Die Taylorreihe des Arcustangens

1
1422

Durch gliedweises Integrieren von erhalten wir

1
arctan(x):/ dx:/(l—:c2—|—x4—|—...)dx

1+ 22

3 5
:/1dx—/x2da:+/:64d:c—---:x—%+%+...

Diese Reihe wird verwendet zur Berechnung von .
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Ein seltsames Beispiel

w|"

Wir setzen f(x) = e =2 fir © # 0. Die Ableitungen sind

von der Gestalt P(L)e” =2, wobei P ein Polynom ist. Da die
Exponentialfunktion starker wachst als jedes Polynom, existiert
der Grenzwert fur x — 0. Daher laBt sich f stetig fortsetzen, und

wir erhalten eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R
mit

w|'_‘

f(0) = f(0) = f"(0) =---=0.
Die Taylorreihe bei 0 ist Null. Sie konvergiert naturlich fur alle x,
aber nicht gegen die Funktion f sondern gegen die Nullfunktion.
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Extremstellen

Satz. Essein > 2. Essei x ein innerer Punkt von D, f: D — R
mindestens n + 1-mal differenzierbar, f'(0) = f”(0) = --- =
f(r=1) =0, und a := f(™(x) # 0. Dann gilt:

Wenn n gerade ist, besitzt f bei x ein Grenzwert, und zwar ein
Maximum /Minimum falls a < 0/a > 0 ist.

Wenn n ungerade ist, liegt keine Extremstelle vor (Wendepunkt).

Beweis: In der Nahe von zx gilt

f(u) = f(@) + —(u—2)" + O((u — x)" )

n!

Das Vorzeichen von f(u)— f(x) wird bestimmt durch a(u—x)™.
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Berechnung von Grenzwerten

Wir berechnen den Grenzwert

. z?%log(1+ )
lim ,
z—0 (1 — cosx) sinx

dadurch, daB wir auftauchende Funktion durch Taylorpolynome
ersetzen:

- 2@+ 0(a*))
0 (1= 145 +0(@h)(x + 0

3 4
— lim = O = lim L+O()

z—0 %3 + 0(1'5) x—0 % + O($2)

= 2
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