
Computer Proofs for Polynomial Identities in Arbitrary
many Variables

Manuel Kauers
�

Research Institute for Symbolic Computation
Johannes Kepler Universität Linz

A-4040 Linz

mkauers@risc.uni-linz.ac.at

ABSTRACT���������
	��������������������������������� �!���#"!�����%$
�&���'�������(���)���*���	����+�,���.-0/�����)�*�����21!������.���*�
	3���546�7�*$'�5����� �087�:9,�
�;����"������*��9��*�
	<�����,�=����	3��	�>�7���'���)�
���
�=?6@�-����*$�����.-�A,���+1!�
B+�������5	�8��)	C���+1D�����01�87$&��	FE(�,��	G/	���9���-��7�	G���1,HI�����)8�	��=1J�����>1!�
B+�����7�K	�87$'�L�,���.-������)�*���M�*1�������./�����	AN978��I�*�J�������+$&�*���������7�)1!�
B+���.���*�����������7�>�!����9��*�
�O�P�-Q9,�����"R��)���)���
���)	����S����9������'�#��->�,����-!�����)�*���7���$
8�������7$
�	CE(�,��	�	���97�.-�������*�����=���
H'?%TU�V���)�7����)�
�0�'�#�������K��� ��8��%�����������.���7�W���JXK�������
/�P�#���*$�:4Y��	C��97���%����"R�
���.�Z-[�*1�������.�����	6�����,�=���������>���\���
]0��9,����^0	A46���*$'�_A,���[��8��%^!���=46�*�1�����A_4`�
���F�����"0����8�	���-K�7���I��$$&�	�	���97���>9�-����-K	G-!��9,���*�*$5�)�
�����01_?CTa$
���*���=$'���*���J���M�
]����)�7���	C��	%���+$&�*871��=1���\�����I�+���,�
�=?
Categories and Subject Descriptorsb'?�c�? dfe gFh,iJj<k3l=mZn3o�prq0l=sShStSh,uZh+o,m2q�v
wyx\z0-!�:9,�����*$[���+1{TC�*���
/9!�'���*$|XK�������787�*�#���*���!}�~U� �R���'�(�2�0���
General TermsTC���������.�����)	
Keywords�N���.-������)�*���_�*1�������.�����	A,$&���)�78!���
�Y�!��������	
1. INTRODUCTION���������-P���<��8!�����P�#���=1>��������	Y�+�="R�U9,���P	�8+$$&�	�	G��8��*�.-D�����7�����=1[����7���71�����"���������8�	N	�������	����7������97����)	346�.���:�CB7]!�=1|�087�:9,�
�3���+"������./��97���	? �,�����9,�
�����
�=� 	��7�����7��
�������U4�����^Pe�c
��A�c=��wyAR�Z�������7	G�'���+$
��A��7��	�)�����46�7�����%9,��
�D	�87$$
�	�	G�Z87���.-D�&]!���
�+1��1)���:���D���P������7�F������
��/��������-{e �!ASd=w�?C�U�#4`�"R�
�=A,�����N���7��	C�*	U	G�����*��$&���+$&�
���7�=1\46�.�����>B7]!�=1�08���9,�
�|���6"��#���2��97���	:���7�.-�?K@��7�
���[�����[���*�)��	G�����K���=$��7�7�*��87�
	�="������*��9��*�:�����5������$
��	��:46���
���������:�087�:9,�
�U��� 87�7^0���#46��	%��	I�.��/	��
��� 87��^0�7�=46�S?`b��{e.c#�=w�AS�,�����9,�
�����&�I�,���������=1K��8��C���+���C���7�|���
]0�
� �<�������*�����.-�	�87���,�������=1�9�-����7��TU8�	G�����*����z�$&�*�
�+$
���7��87�+1����������Ey�3���MH;���'�����<�`c=���R�C���+159�-%�������%�&���P���|T%$
��1��
�)�2$M�<]7$��+���7���z0�
��"0�*$
�)E(�%TUTU�FH����'�����6�|���������R���0c=�0?

�P�= G���U	G����K���>9,�F1!���7�5��	6���7�|1!�"R��������)����6��� �����������.���7�)	6����������#"0���7�P�*1�������.�����	%���V46�7�*$��V���7�|�087��9,�&�U���M"��#���2��97���	I�.��	���.� ��	87��	��,�=$
�.B+�1_?P@����>�������`���`�����*	|�7���,�
�|��	5���K$
���������*9�8��������[���7����7��	D	�8790 G�=$&�=A%����9,��.�Q�#�V�{"R�
��-¡�)�01��	G�D���"R��%���F�,���.-!�7���)�2����*1�������.�����	?
b��M�7��	�9,���>	�8������	G���=1����Ke ¢!A7c#�#w����I��)���*�=-|���7�����������-F���;	G-��>/�)�
�����*$>��8��+$&��������	\E(	����A���? ��?�A%e.c�c�A`£#w�H5�Z���������#"0�*���V�,���.-!�7���)�2����*1�������.�����	6���<�����*	Y^0���+1;?M�7���C�
]����)�7����A0���7�I�*1!���������-

¤�¥¦ §Z¨N©,ª §y«_¬6 ¥¦ §2¨<©+ª ¬§M® d ¦©�¯,§(°0±=¯
¥
ª § ª ± EGc�H

$����9,�>�
]!�!���	�	��=1J�������
���)	I���`���7�)$
�*��	�	��2$
����	G-!�)�)�
�����*$|�,���.-0/�7���)�*����	
² © E(³3H  ¥¦ §2¨<© ª §�´ ² ¬ E(³NH  ¥¦ §Z¨N© ª ¬§ ´¶µ ¬ E(³3H  ¥¦ §2¨N© ¤ ª §

§(·3©
¦±
¨N© ª ±�«

��	 ² © E(³3H ¬  ² ¬ E(³3H ® d µ ¬ E(³3H'?Kz������9!���*1������ 	|�7��$�^������[z���e.c=d#w$���L9,�)87	��=1Q���V��8!�����P�#���2$
�����.-��!����"��>���7��	5�*1�������.��-�9�-�9������7��/���7��¸ ² © E(³3H ¬ ® ² ¬ E(³NH ® d µ ¬ E(³NH>���¡�{�������P���U�������¹46�.�������&/	��,�=$&�Q���!A:��? �!?�A:�����L9+��	��*	 µR©´�µ ¬ ´º=º
º b��71���=1;A5���7�{$&���)�P���71»0¼�½3¾�¿�À,ÁRÂ=Ã�Ä�À!Ã�ÄRÃ�Å�½�Ã!Æ �Z���51!�����7�)�����*	6���
��8!���7	U�!A,���087	C�����#"0���7��*1�������.��-JEGc�H �Z���U����9������'�#��-\³<?
T�1��.Ç;�
����������7��������$��F�Z�����!����"0���7�U�*1�������.�����	N���>�#��97�.���'����-|�P���0-"������*��9��*�
	A0�����7���*$��9��*�Y���|�%�:8+$��:46�*1��&�`$&�2��	�	`���;��90 G�=$&��	AR�*	M�����&/	�������=1Q���J���7��	5�7���,�
�=?>@��7�)���*�������.���7�O4`��46�����`1!�	�$&����9,�>��	F�����1����!���*���Q���M���7�F�����������.���7�W�Z���I�!���#"!�����D$&�2��	�	��*$�����*1�������.�����	I���������1!��	�$&���
�������71��
���
���)���7�����|46�7�*$'�V4`�������
	�������=1K���Èe É�wy?|@�����	�����������.���7�Ê�����0$
��1�	%9�-\$
���)��8������7�P�>�7����8!�'���N�087�:9,�
�UË\	�8+$�����+�#�6���7�I�*1��
�0���.��-D��	6����87�%�Z���%�����3³�ÌKÍÎ�.�M���71\������-D�.�<�.�C�7���*1!	���������7�6B7��	G�YË�"�����87�	?�TC�.���=��10-)���P�����U�����������+���_�7���,�
� 4��C�)���/���������=1����7���>�����V�����������.���7�Ï$���¡9,�V���7�7�����=1f����������97����)	>���!/"R���*"0���7�P�)	��=��8���+$
�PE ª ¥ HGÐ¥

¨N© ���M���+1!�
���
���)���+�#���	?6�%�=4��
"R�
�=A;��	�����,��	��=1¡���L�����V�7�
4Ê"R�
��	������������	��
�0���1¡�7�
����AC�����V"��#���*�������������"R�
�K����e É�wN1����	6�7���6���
���)���+�����%�*�D������
�'���(?
Ñ`�����SA_���7�������������+���������������.���7�Ò���+1V���7���)�01!�.B+�=1V"R�
��	������������&/	�������=1��7�
����AN�����P��87�.���>�
�*�
�)����'����-������7���*$���������7	F���Y97��	��*$>�7��/��������	U���M1��.Ç;�
����7$
�|�������
9��'�Ke ��wy?`���I46���*�S9������
Ó�-\���������01�87$
�I���7��7�$
�	�	�����-�$&���+$&�����	I���`�����*	CB+��*1Q����z0�=$&��������d0?F@�����SA_���Jz!�=$'/�������J�!A,4`�:���"0���
4������F���	�8��.��	I���Ue É�wy?F@��7�F�P������$
����������978!����������7���7�Y$
8!����������+���,�
����	 �U������
�'�������=���������)���+�����	������	�87�.��	?�@�����	���
�7�
�'���*���=�#�������SA_46�7�*$���$���V9,�:�����7�����=1K���[�!���#"R�F�)46�*1!�F�'���7������_�,����-!�����)�*���+�*1!������������	M���P���[����9��.���'����->�08���9,�
�����S"������*��97���	A



��	K�!���	�������=1���� z!�=$&�������7	\�È���71��0?ÎT $&�������=$&������� ���:	��*�)������&]7���)�7���	A�46�7�*$��f�+�="R�[9,���f	�8+$$&�	�	G��8��*�.-{�'��$'^0���=1f90-L���f���>/������)����'���������)���3��8��`�����������.���7� ���[�|XK��������P�����*$�5�7��$�^�������A0��	�!���#"!�*1!�=1F���>z!�=$&�������7	<��? �5���+1��0? �!?�@������
]����)�����	<�P�����7�.-|	��
��"��������87	G���'�#���*"����78!���,��	��	I���+1Q�#�������+1!��=1V����	��D�7���%�+�#�'1V���P�!����"��9�-��+���71_?��%�=4��"��
�=AM������	>�7�����
4��������0-����+�����7�Q�������
�>^0���#46�	G-!�:9,�����*$I�)�
���7�01[�����7�����	C��������-[���<������K?
2. BASIC NOTIONS FROM DIFFERENCE

ALGEBRA���>���������01�8+$&�>	����)�>97��	��*$)$
���+$
��!��	5�Z�����Ò1!�.Ç;�
����+$&�)�������
9��'�!?
� 8!�5�7���'���������J1��
"!�*�#���	I�����.-Q	��*�����0���.-Q�Z�����W���7�F���������*�7���M�7���'��/�������K87	��=1D�*�Je ��wy?
T $
���)��8!�'������"R�%�����7���W�������
���7�&�%46�.�����[1!��	G���*����8��*	����=1Q��8!����/�)�����7���*	����Sx����	� ��	>$���*���=1���
�� ��&�������\�'���0���L@����\��8�/�����)�������7��	����:��	|$�����*�1Q�����D�G�0� �
�6����&�����y���[�����V?|�I�.Ç;�
����+$&���������	AN46���2$��{�#���P��$&��87�����.-JB7��*1�	A<�#���P$�������=1�
�� � &������� !"
�#
��$�b��%� ��	K�f1��.Ç;�
����7$
�V�����7�f���71�& Ì'�VAC�������4������*	��f4Y���.���
�(&
´
� ¬ & ´ºº
º �����)�RE*&7H ´ �RE+�RE*&+H�H ´&ººº ?

,_�
� -L9,�:�P1!��Ç;�&����+$
�|B+�
�21;A�.ÒÌJÍK?UÑ -/-1032 ©´ 2 ¬ ´=ººº
´ 254)6�4`�1!��7�����C������.[/y�����*17�!��� 89�,���:�:����
�� � &�������5�'��������"��
�"-Q$&���7	���	G��/�����[��� �����N�,���.-!�7���)�*����	U���;2 §�´ �(2 §�´ � ¬ 2 §G´ººº E*<  c ´º=ºº´ .QH`46�����$&���$=P$
�������	[�*�>- ?r@��7�V	��
�?01�
§
2
± x@<\Ì ÍBA ´ C  c ´º=ºº´ .D6���`�Z�����P���<	����.�Z��	I��	5���*���9��'���*$�����.-����71���,��71�����=?I@��7�F�����)�����	���E-F0G2 ©=´
ººº´ 2H4I6[�#���P$�������=1�
�� � &�������I�!��� 8J�+�����:��� �(�)@����Q���$K


L&�>��� �)1!��Ç;�&����+$
�|�,����-!�����)�*��� ² �*	6���7�|�P�#]����:87� �08���9,�
�@M	�87$'�J���+���%�3N$2 § �����,�=����	|��� ² �Z���:	����)�O<�?K@����[�08�����������5B+�
�21P E�-F0G2 © ´ºº=º´ 2 4 6�H<��	 1���������=1:90-Q-SR*2 © ´º
ºº=´ 2 4 T ?�@��7�6�����'���������7	
- e 2 ©=´º
ºº´ 2H4Uw;���717-`E*2 ©´ººº
´ 254|HN���
���&�`���|���7�687	�87���,�,���.-!�7���)�*����������>���?2 © ´
º=ºº´ 2 4 ���71D�.��	C�08�����������YB+�
�21;A����
	��,�=$&����"R��.-�?
���L"0���
4U-1032

©´º
ºº=´
254)6���	J�È�,���.-!�7���)�*���|�������¡���r����B7�7�.����.-�P����-Q"��#���2��97���	?PÑM-V-F0G2 ©=´ººº
´ 254I69W�E�Ë�ÌfÍDHC4��>1���������������ËR��� ��&�'���&�*����y�J�a���%-F0G2 ©
´º=ºº´ 2H4X6RA|1��
B7�7�=1���	\���7��	��
�V���)�����1!�.Ç;�
����+$&�)�,���.-!�7���)�*���*	 ² ÌY-F0G2 © ´º=ºº´ 2 4 6)46�7��	��P���'1��
�F��	��#��)��	G�5Ë+?@-1032 ©=´º
ºº´ 2H4I6JW���	%"0���
4`�=1Q��	I�)�,����-!�����)�*���_���*���P��"��
�

-\���%.�E�Ë ® c#HS"��#���2��97���	?�b���	��08�����������<B+�
�21F��	`$
���7	��=��8��������-F1!�
/�������=1)9�-7-SR*2 ©&´=ººº´ 2H4 T W�?M@��7��	��*�������
����90 G�=$&���*	�$
����	���.-)����*�����1���:46�+���C��	C$�������=1Z
�� � &�������X[L&����
�N���Le ��wy?
\U�=45AI$
���7	��*1��&�\���7��1!��Ç;�&����+$
�V�����7�>� x  -F0G2

©´º=ºº´
254X6J�Z���	����)�P1��.Ç;�
����7$
��B7��*1]- ?[�����F�\	��
�%^`_a�VAER+^ T 1���������	5������,���.-������)�*�����*1������������
�'�����1J9�-]^¡���Z� E�4Y���������
�¡E+^MHC���¡e ��w�H'?ÑM-ZR R+^ T T 4`��1!��7�����F�����/
�� � &���������:
�����<���E^`A_1��
B7�7�=1V��	U�����	��P�����*�
	G�<�,���.-!�7���)�2���R�*1��=���R���b��$
���0�'�����7���7��^\���+159,����7�C$
����	��18��+1!�
�c�|E�4Y���.������Qe ^3w,���Qe ��w�H'?<�L�C1!�
B+���QR+^ T�W x  R+^ Ted � W ���+1

R R+^ T T W:x  R R+^ T T�d �/W�?f\U���������+���"R+^ T W6���+1OR R+^ T T WY�����M���7��)	����"R�
	�*1!�=����	����Y��W0?D�%�=4��
"R�
�=AcR R+^ T T W\��	F���C$
��8���	��P�7�����V1!�.Ç;�
����+$&��*1!�=���09,�=$��87	��M���7� ���
	G�����2$'���*���O��WY��	<�����<�U1��.Ç;�
����7$
� ��������?<TC��	���������I���7���IR R+^ T T W:��	YB+�������
��-[����7�
�'�#���=1_A+���71[���+�#�C90-
R R+^ T T W


R+^�g/�G^/g;h(h(h9g�� W ^ Tid �/W

4`�Q$���¡�=��	����.-���9��'��������B+�7�.���K�*1!�=���C9+��	��*	P�����VR R+^ T T W��Z�����Ï�B7�7�.���59+��	���	C���@R+^ T W0?
3. IDENTITIES IN ONE FREE VARIABLEb��>���7��	M	��=$&�������_A!4`�69������
Ó7-�	�87�)�P�#���*�
�����7�Y���	�87�.��	 ���Me É�wy? Ñ -%-4`�C1���������C���P���*���9��'���*$�����.-[$
����	��=1�B7��*1>���_$��+�#�'��$&���
����	G���*$U�
�
����?���U46�����_B���	G�C1��
B7�7�6���7�%$
�*��	�	cjV���"��&�'�+�
I�!��� 89�,�����:���Z� 8�����$k0��K����+�N	���08���+$&�	?�@��7�
�:4���46�����7	����=4È���=4È�
�
���I�=��87��"�������7$
�6$���

9,�|1��$
�*1��=1P�����C���7��	6$
�*��	�	?
3.1 Admissible Sequences�L��$
���7	��*1��&�D�����J$&�2��	�	/j 

j�E�-<H>���F	��=��87��7$
�	[�*��-M?lj ��	���+1!8+$&����"R��.-[1!�
B+���=1P��	��������*�=46	? b��Fm © ´º
ºº´ m 4 Ì�j{E+�)nÈ��H`���+1�.�CE+m3E(³NH�H Ð¥
¨<© ��	I�>	���08���+$&�5�*�?-�46�7�*$'�V��9,�
-!	%�����$
8�������7$
�|������7�U�������
m3E(³ ® MRH  ² ��� m3E(³ ® M�H  cGo ² E�dRH

46�7�&��� ² �*	C�>�,����-!�����)�*���_�
]!�����	�	������K���pm © E(³3H'Abm © E(³ ® c#H'A3??
?A
m
© E(³ ® M�H'ALm ¬ E(³NH'A7???Aqm ¬ E(³ ® MRH'A�?
????=?A�m 4 E(³NH'A7???A�m 4 E(³ ® M�H���71%m3E(³3H ´=ºº
º´ m3E(³ ® M_¸)c#H;46�.���>$
���$=)$
�������	M���Q- ?N@��7���087�:9,�
�
MP��	5$�������=1Q���7�K����
�&�[���M���7�F���=$
8!������+$
��?r\U�����F���+���U���7�:9+��	�����<�����I���+1!8+$&�������D��	C����"R��\�Z��� �  �!?
�L�%$������jK�����%$
�*��	�	C���S��&�'�+�
X�!��� 89�,���:�:����� 8:����$k0�&����+��	���08����/$
�	A#���
Ó7�=$&�����7�Y����������$&��	S���+���_���7� 1��&B+�7���������=$
8������
�+$
����������� 	��&/��87��7$
�%�P�-P���0"R����"R�%�����7�&�6	��=��87��7$
�	5E����7�)m ©=´
ººº´ mG4r��9,��"���H'A���71>���+���M���7�C�,���.-!�7���)�*��� ² �P�->���0"R����"R�C�7���7�����7�=�#�`���
���)	M����m����^R�Qm3E(³3H5m3E(³ ® c#H'?
TU	[�,���������=1���8��D�*�ae É#w�AU���7��$
�*��	�	sj�$&�����'�����7	D�7�������-È���|�2���
/��87������.-|���7�,�=�#���*���I	��=��87�
�+$
�	A���? ��?�A��������������)�*$`	��=��8���+$
�
	AR���+1�.�|��� ��=-�	%	����)�>8�	��
��8���$
����	�8����)�!�����,�
�������	?��7���|�*��	G�'���7$
��Atj{��	$
����	��1 87�71��
�DB+��*1����,�&�'����������	J���+1�87�71��
�D�'��^0���7�����+1��&B+�7�.���	�87�)	A%�����01!8+$&��	A|���+1�$
���������087�=1��2�'��$&��������	?Wb��r��171!�������������$
���)�)���[	��=��87��7$
�	Auj�����	��P$
�����'������	U	�87$'�D�,�=$
87���*���U	��=��87�
�+$
�	��	UEy�N��93E�d ¥ H�H Ð¥

¨N© ���UE�dwvwx yJz ¥L{ H Ð¥
¨N© 46�7�
���U�N��93E5h H�1!��7�����	����7�C�N�./9,���7��$$&�_	���08���+$&�>E(���=A!�)�����U������
�'�����.-�A�����-P	��=��87�
�+$
�U��9,�
-!���7��B| /yB+�������U���=$
8������
�+$
�w}7	����A7��? ��?�A<e.c��w�A;z!�=$&�������Qd0?�c�? d������I�)1!�
B7/�7�.�������\���~| /yB+���.����H'?

3.2 The Zero Equivalence Test in j@��7�P�����)�
�0��	|���cj¡$
���{9,�P�)�01�����=1J90-J�\B7�7�.����.-�����7�&�'�����=11��.Ç;�
���
�+$
�U�21!�=���;���<�|��87�.����"������*�����U�,���.-!�7���)�*���;1��.Ç;�
����7$
�U�����7�!?@��7�����=$
8!������+$
�
	K���>��	��=��8���+$
��m Ì�ja���+1�������	��=��87�
�+$
�	�0$$
8!�������7�����{���7�\1��
B7�7�.�������f���Xm E����'����	��.���*"���.-,HI������� ��	�8��.��/��9����U97��	���	x<b��;����� m ©´=ºº
º´ mG4��#���C���
�����	�������=1>9�-F���7�6"������*��9��*�
	
2
© ´=ººº´

2 4 ���+1�mD�.��	���.�N��	����F9,�C����!���	�������=1P9�-O2 4c� © ������)���7�1��&B+�7�����:���=$
8!������+$&�)E�dRH ���'����	��2�#���	C�*�����F���7�59+��	���	C�
�*�
�)�����	
� x  � N 2H4c� © ¸ ² E º&ºº H ��� � x  � N 254E� © ² E ººº H3¸fc ´

���	��,�=$'���*"���.-�A�46���
���;�&??=?5�J	G�'���+1�	Y�Z���6���7�5"������*��9����	
2
© ´

�32
© ´

h(h(h � N
·3©
2
© ´

� N 2
© ´

2 ¬ ´ �32 ¬ ´ h(h(h � N
·3©
2 ¬ ´ � N 2 ¬ ´??? ??? ??? ???

2 4
´

�(2 4
´

h(h(h � N
·3©
2 4
´

� N 2 4
´

2 4c�
© ´

�32 4c�
© ´

h(h(h�� N
·3©
2 4c�

© º
@��7�|�,����-!�����)�*��� � �*	%$�������=1\������
L�!~�7���0�[��
�#�����y�J�J���~2 4 ?6@��7�
2
©
´=ººº´

2H4 �7�#"��I1��&B+�7�����F����*�#���*���7	6���3���7�%	����)�%��-!�,��A0�,��	�	���97�.-1��
�,��+1!�*�����������+1��&���
���)���+�����
	s2 §G´ �(2 §G´ººº 46�.����	��P�����*�&�/<|�����46�7�*$��|�*�I��8!���|1��
B7�7���7�����
�2�#�������7	N�������="������*��9��*��?�@��7�����)�,�����'���0��(��$&�|��	%���+�#�I�"��
��-;2 § �7��	5�[1��&B+�7�����P���
�2�#�������L1!��,��71����7�P�����.-���/2 ± 46�.��� C7� <6E(�,��	�	���97�.-K	����.�Z���=1+H'?
�%��"R����f	��
�V��_�-1032

© ´º
ºº´
2 4 6 N ���)1!�
B+�����7�{����*����������	K�����2

©
´=ººº´
2H4L46�7�
���1254L����!���	������	S������	��=��87��7$
�Sm  E+m3E(³3H�H Ð¥

¨N© Ì
j���	U1��
	�$&����9,�=1K��9,�#"R��A������5�����������.���7�Î�����0$
�
�=1�	C��	Y�Z�������#46	?



� kNn���l=mZh,nf��	'�;�
����E+� ´ m;H
� N x  R R+� T T N ® R*254 ´ �(254 ´=ººº´ �3N

·3©
254 T NË[x  M

� sNmZuZq?� W 254��Ì��%��1	�(WFt3hËPx  Ë ® c
�(WFx  R R+� T T W ® R*2H4 ´ �(254 ´ººº=´ � W

·3©
2H4 T Wt3h,nSqm � m3EGc�H  m3E�dRH  h$h(h  m3E�Ë�H  ��ls3q!n


 q0l=k 
 n{l 
 k3qq!u�vq

 q0l=k 
 n ��� u�vq

b������7���*��	G�����7����9,��"���A34`�D��	�	�87�)�>���7���Q254 $&�������	��,���+1�	|���pmS?
�U��1� W ���
���&��	I���P�����F�'��1��*$���M�*1!�=��������� W ?5bG1!�=����$&���)�78!�'����������	�#���%�'��^0���7�:�7�*��$&�I���K���������������*�����%���
	G�����2$'���*���7	6���3���7�I1!�.Ç;�
����+$&��������%-1032 © ´º
ºº´ 2 4 6�?
�%�
�'�������=1K����������	U��� $
�������$&���7�	�	U���71\���
���)���+�#���*���K���<������	%���*����/���.�����W�#���:���*"���Q�*�fe É�wy?%b��K�(��$&�=A;9,������$
�������=$&�����	�	I���+1K���
���)�./�7���������L46�����Y���*	��K�Z�������=4Î��	F	��,�=$
�*���`$��	��)�2�����Ò���7�>	G�'�#����)�����	�P��1��I���\�����%�������*�=46���7�P	��=$'���*���S?
4. THE CASE OF ARBITRARY MANY

VARIABLES@����|�����������.���7�Î��8!���*�����=1D���Vz0�=$&�������K����	C���=4����7�����*�1D�����*1��
��/���.�����	|����8��7^0�7�=46�7	 ª © ´ ª ¬ ´
ºº=º´ ª ¥ �����F87�+1!�
���
���)���7�1Q³<?[@����^��
-)�*1��=�|��	`���|����R�#�'1 ª ©
´ ª ¬ ´º
º=º ��	Y�F	���08���+$&�C46�.���7��8��61!�
B+�!/�����U����*���������SA����
�����	�������=1|����^R�`���7�M�������
��	��=��87�
�+$
�	390-F�Y�������P���"������*��97���I2 § ���71\�.��	6�Z�����P���S	������2��	?
4.1 Admissible Sequences@�����$
�*��	�	Bj��  j���E�-<H����5�������P���U	��=��87��7$
�	P��� -���	D1��
B7�7�=1���71�8+$'���*"���.-D9�-;x
c�?6�7�����P���N	��=��8���+$
�
	U��� �����|�Z�������

© ´
� ¬ ´ ��� ´ºº=º 9,��������[������7� $
�*��	�	ij���?NÑ -|�Y�������P���R	��=��87�
�+$
��A#4`� �)�=���F�6	���08���+$&����M1!��	G���*�7$&�6	G-!��9,���*	Y9,��������7�)���:����*���������K���>�=��$��K�����7�
�=?

d�?Yb��cm ©=´
ººº´ m��)Ì�j��6E+�sn��RH%���71�m  E+m3E(³3H�H Ð¥
¨N© ��9,�&-�	I����=$
8!������+$&�5���N�����I������� E�d�H'A�������;mKÌsj � ?

� 90"0����8�	���-�A9jp_Yj���?�TC��	��I�7�����`���+�#�M�Z���M�"R�&��-7m\Ì�j��7���+1��"��
��-³�ÌKÍKAJm3E(³3H+�"�����8+�����
	S���6���'���������7���R�Z87�+$'���*���5���)-`E�� ©
´º=ºº´ � ¥ H'?T��5�����*	5�,�����0�54`������P�#��^Q���7���)j��`$
�����'���*��	5�����+�#�����*$
87�*���|�����$&�2��	�	��*$���<	G-!�)�)�
�����*$U�,���.-������)�*����	 ² ©´ ² ¬ ´�µ ¬ 87	��=1[�*�D���7�5����������/1!8+$&���������Z���5�!����"0���7�JEGc�H'?FTC�7�����������*�����:1��&B+�7�����P���
�2�#�������7	|�#��������1����.-[����8��+1K��	
² © E(³ ® c#H  ² © E(³3H ® ª ¥ �

©
² ¬ E(³ ® c#H  ² ¬ E(³3H ® ª ¬¥ �

©µ ¬ E(³ ® c#H �µ ¬ E(³3H ® ª ¥ �
© ² © E(³3H ºTU171!���������+���(AS���)�����5$
���)�����2$
�����=1q�>��90 G�=$'��	U����j � 46�.���K�������
���	G��/�����)�����7���*$����������	%�#���F1���	�$
87	�	��1\���Vz!�$&�������K�!? �!?

4.2 The Zero Equivalence Test in j ����F$���V�����=�#�%�����)�
�0��	C���1j � ���K���7�|	����)�|4��-Q��	C4��|�����=�����=1�����V�����)�����	P���Xj�����z!�$&���������0AU���)�.�����*���{����-È1��&B+�7���������
/�*�#���*���È�Z���>�����D"������*��9����	P$
�������
	��,���+1!���7�Q�����Z�����P���Y	���08���+$&�	
�
©=´
� ¬ ´ºº
º @��7�&���5�����U�*��	G�'���7$
�	`46���
���%���7�U�����������.���7� 	G�������,���
��/�)���7�����	6��	Y���6	G�'���+1!	A+���+1P���N���C1!���	Y	���A!4��|$
���\�,�&�����=$&���.-P����.-

���{�����D���7	G4`�
�=?LÑ 8��F���7�[�
]!�*	G���
�+$
�P���%1��&B+�7�����K����*����������	������
��J&��8O2 § ��	6$&��87$
�*���,�����Y���7�6���
���)���+���������SA����71P	��F4��%$�����7�����
]0/�,�=$&�����
���)���+���������È���%���7�D�����������7���U����������������� ���È����7�
�'���(?�TU	���Q�
]����)�7����A+���
��� © ´ � ¬ ´º=ºº 9,���#��97�.���'����-K���71V1��
B7�7�PE ² ¥ HGÐ¥

¨N© AE�� ¥ H Ð¥
¨N© 90-)�����I���=$
8!������+$
�
	
² ¥ � ¬


� ¥ � ¬ ² ¥ �

© ® ² ¥
´ ² · ¬  � ´ ² ·S©� c ´

� ¥ � ¬

� ¥ � ¬ � ¥ �

© ®
� ¥
´
�
· ¬  c ´ � ·3©  � º

@��7�
�K�.�U��8!���7	Y��8!�U���7���6���7�|�����������.�����Ê��	U	G�'�#���=1K���Qz!�$&�������V���	C��97���I���>�!���#"R�
² ¥ �

©
� ¥ ¸ ² ¥ � ¥ �

©� EG¸5c#H ¥���\�5B+���.���U�087�:9,�
� ���S	G����7	A!978!���.�Y$
���[9,�%	��7�=46�P���+�#���.�61����
	�7���6���
���)���+�����%���
² ¥ �

©
� ¥
·S© ¸ ² ¥

·S©
� ¥ �

©� EG¸5c�H ¥ �
©
� ¥ �

©=º
EyÑ`�����K�*1�������.�����	C�����5	��,�=$
�*���N$��	��	U���6Ey�R��H����Db&? �&É����6e �#wy?.H
b��\���'1��&�U���P�="R���21[���7��	U���������
���)���+�#�������V1!87�I���)�)��	�	����7�P1��&B+��/���7�L����*�#���*���7	[���|"������*��9����	[���
�����	���������7�L����97�.���'�#��-�	��=��87�
�+$
�	E�� ¥ H Ð¥

¨N© A<4��[�78!�F�����	����G$&���.���*$���#��"��#���*��97���	��*�����K�����[������8��+1B+�
�21;?)b��"2 © ´
º=ºº´ 2 §y·S© �����>�����>"��#���*��97���	F$
�������	��,���71����7�D���D������/�P���U	��=��87��7$
�	�� ©=´ � ¬ ´ººº ���7�
�¡���7�������������.���7�¹���:z0�=$&���������$�#�����*�
	C�#"R�&�Y�������&�'�����.-�A��.�S4��I	G�����78��*�����U���7����������� W �����U�*1��=���*	6���
-SR*2

©´º
ºº=´
2
§(·3©
T 0G2
§�´ºº
º´

254X6JWF�'�#���7�
�Y���7���K����-F0G2 ©=´ººº
´ 254I69W0?
4.3 Correctness and Termination�L��46�����+���
]0� �!���#"R�6$
�������$&���7�	�	`���71:���
���)���+�#���*���)���,�����*	M�)�01!/�.B,$�#�������S? @����I����������	6�����%"R�
��-P	����)���2�#�Y���F������	��5���.���=��10-D����"R�����Ke É�w������M���7�6$
��	��Y46�7�
���c-\$
�����'���*��	 ���7�.-�$
����	G�'������	?<�L�����=�="R���8!�C	����)�%���=$��7���*$���S1��
�'�����*	646�7�*$��V$���\9,�I����87�71[���7�&����?
 "!$#&%$'�#( c�?�)_��r��� �R���'�(�2�0�Î���)�����&�����+�
*�'+%,%$-�.Ub��3�����I�����������.���7� ���
��8!���7	 ��� uZvq�/7���7��[�.�6�+��	��Z��8��+1	����)�B<|Ì 0Rc ´=ººº
´ Ëu6D46�.����m3E*<�H�� �\46���2$��{�����#"0�*1��	F�V$
��87�!/���
���
]����)�7����?

� �V���7�:�����7�&�5�+���+1_A_�.�`�����������������.�����O���
��8�����	%l 
 k3q�/<4����P�=-�����#"R�>�����)$
�������=$&���7�
	�	�9�-��*�71�87$&�����������{³<?\b��J���7��	F$��	���A<���7����+1!8+$&����������-!�,�������	���	;m3EGc�H  h(h(h

m3E�Ë�H  �{�*	D��87�.B7�*���=1;?TU	)�Z���\�����V���+1�87$&��������	G���
�SAY4��Q��97	��
��"R�K���7���VR R+� T T�W �7��	[90-$
���7	G����8+$'���*��� E(	���¡e É�w5�Z���Q�f1!�
�'�������=1��������P���5������87�)����
H����7��������*�=46���7���������,�
����-ÈE � H'x>�7���F�"��
��- C ´ ³�Ì�ÍKA<�
"R�
��-J�,��������������7�%"��#���*�&��-[���

R R+� T T
± ®
R*2H4[¸%m3E(³3H ´ �(254D¸%m3E(³ ® c�H ´
º
ºº´ �

±#·S©
254D¸%m3E(³ ® C ¸Pc#H T ±

E(�(? ��?�AS�
"R�
��-K	�����8��������Q���M���7�F$
�������	��,���71����7�[	G-!	G����Î��� �,���.-!�7��/�)�*���U�=��8+���������7	&HP	��#����	GB+�	?� ± 254 
m3E(³ ® C H'? Ñ -¡�*�71�87$&���������-!�,�����7�
	��*	Y4`�F�7�="R�Qm3E(³3H  h$h(h  m3E(³ ® Ë:¸�c�H  �0A;���71D���7����
���)���+�#�������K$&���+1!�.���*���K���<�����I�P�����D�*�����Q��	�	��
����	

� W 254rÌ0�%��1_E�R R+� T T W ® R*254 ´ººº´ � W
·3©
254 T WRH º

@3�����
�����
�646������E � H ���7��	6���)�7�����	Y���+����m3E(³ ® Ë�H  �0?
@��7� �7�
]0�3�*�
�)�P�6�!���#"!�*1!�	N�6	G�'������)�
�0�S46�7�*$��:��	N���=��87�.���=15�*�����&������5���7�F���
���)���+���������J�!��������?>@��7��$
�*����� ��� ���7������)�P�P$����9,�	��7�=46�P9�->�����)�
�0�'�#��-P�������9��'���2$U������87�)�����	?�T�1��&�'�������=1[�!���������	C����	��)����"R��\�*�Je É�wy?



� #( (�� d�?�� 
������r�9�V���	�
����������8)!"
�#
P�5�I�'�������w��+&�&���'���:�%�
�9��

��e �Dw  ��e ª © ´º=ºº
´ ª ¥ w���5�2�uc�!��� 8J�+�����:���;�'�����>���)³ �9���&�*K���� &�6� �J&��Z�� 
������ �E�+�'���OY�:
L����!������e �[w1�J��
 ��Ì���e �DwH�
)_����\�2�u6�:
����� �����3x  R��sgX0��M¸ �L6 T �J�b
���� �3x  R���gX0 ���M¸\cG6 T������e � ´ ��w7����V��� �&�;�7�&���OV�9��
f�2�u��$k������+��7�c!E
�#
��V�5�V�2�u&���
���=���5
����b���+:�&���0���I����|���&���>���+���0�:���

P E���e � ´ ��w�o�� � H�� P E���e �Dw�o��|H�� P E���e � ´ ��w�o�� � � H º

 �!�#+%$'�#+( �0?�)_�ur��� �R���&���2�0� �+&�&�:�������+&�$�
*�'%$%,-�.6�L�5��97	��
��"R�U���+���
�(W �

© 
R��(Wcg?09� W 254

´
� W
·
N �
©
² §�´
ºº=º´ � W

·
N �
©
² 4X6 T W � ©46���
��� ² ± �*	Y�����|1��
B7�7���7�F����*���������V���F2 ± E C  < ´ººº=´ .QH'?

b��~� W 2H4aÌ0�%��1�$W0A!���7��[4��F�����|1!���7��?`b��<�7���=A�������D�����
���5��8�	G�9,�P�K�!�����P����-J$
���)�,���7������ ���"�$W[46�.���Y� W 254 �Ì �:?\Ñ -J�����./�P��������-�A�R���gO� W 2H4 T W5�+��	�	G�����*$&���.-D���=4��&�C1����)��7	������D��	XR�� T W�?�b���Z�������=46	N���+��� �(W ® R+� W 2 4)T W��+��	N�#�3���=��	G�<�����`$
���)�,��������_���
�7�*��$
�19�-:$
���)�,���7�
�0��	<���,	G�����*$&���.-����=4��&�`1!���)��7	�������	A�$
���)�+�#���=1F��� �$W0?
��"R�
��-J1!�
B+���*���D����*�#���*���{��	F�
�������
�F������������������� N"! 2 ± � ± ¸�c����
� N"! 2 ± ¸ � ± �Z��� 	����)�Y�,���.-!�7���)�*���� ± 1���,�
�+1������I������-:���%2 ± # 46�����C �%$ C Ey���+1J	����.�Z��	&H'?)�U��+$
�%.D/y�����21J�����7���*$�������������@,_��)�P�[d��	�	��
����	6���+���'&�x  �(W

®
R+� W 254 T W����71

�(W �
© 

R(&Bg?0J� W
·
N �
©
² © ´
ººº´ � W

·
N �
©
² 4 6 T W � ©�7�="R�D�����D	����)�\�087�:9,�
�����I�!���*�P�#��-f$
���)�,���7�
�0��	����71�$&�������
/	��,���+1!�*���P$
���)�,���7�����	Y�7�#"��I���7�I	����)�|1����)��7	������S?`@��7�
���
�Z������A���>���$����.���
�'���������SA0�#� ���=��	G�M���7�6$&���)�,��������<���,�$WC��	<����7�*��$&�=1�9�-$&���)�,���������	 ���3	G�����*$&���.-P���=4��
�Y1����)��7	������S?�Ñ ->�I�.]����S� 	`����)�P�0A������	C�!���0$
�	�	C��8�	G�Y87�.�����P������.-D$
���)�%���)���\��+1;?

4.4 Examples and Applications���5���*��8�	G���'�����5�7�=4����7�|�����������.����� �!���#"R�	����7�%�21!������.��-
¥¦
W
¨N©�) W

·3©§Z¨N© E ª § ® * H
) W
§2¨N© ª §

 c
* ¤�¥+

W
¨N© ª W ® *ª W ¸Èc « Ey�RH

�'��^R��K�2�����Ê��]!�
�'$
��	��>�0? ¢��)���fe �=wy?C���5�'��^R�I- -, E * HC��	UB+�
�21���U$
����	G�'������	?Q@��7�&���[��	:���7�P	��=��8���+$
�)���C"��#���2��97���	A6E ª ¥ H Ð¥
¨N© A46���*$'�546�����!9,�<����!���	�������=159�-)2HA�A��y? ��?�AJ25AM$
�������
	��,���+1!	3��� ª ¥ AL�(2HA��� ª ¥ �

© A!�
�'$�? �78!�����7�
�61!�.Ç;�
����+$&�I���+1��&���
���)���+�����
	6�����I8�	��=1[�Z������
�����	���������7�>�����5	�87� ���71D���7�5�!���01�87$&��	U���\���&���)	C���M1��
B7�7���7����
�2�#�������7	?Y���|$
���)��8����I���\�����I�����7� , E * H�R*25A T 032 © ´º=º
º´ 2/.36����+18�	��I���7�%�Z�������=46�*���D	��&���Î����1��
B7�7���7�F����*����������	x
� x  0J�(2 © ¸]2 © E*2HA ® * H ´ EJ2 © �10 E ª § ® * H�H

�(2 ¬ ¸]2 ¬ �(2 A ´ EJ2 ¬ �10 E ª § H7H
2 �$2 ¬ ¸fc ´ EJ2 � � c3o 0 E ª § H7H
�(2/2�¸]2/2�¸��32 © �(2 � ´ EJ2"2 � ����	;H
�(243`¸]243�E+�(2 A ® * H5oJ�32 A ´ EJ2/3 �10 E ª W ® * H5o ª W H
2".Y¸]2 2 ® E*2 3 ¸fc�H5o * 6 EJ2 3 � ����	M¸����7	,HT ��87�*$'^��U��5��97���
�Q9+��	���	J$&���)�78!�'��������� $
����B7���)	[���+�#�]�32 . �Ì

�U��1_E�R R+� T T © ® R*2". T © HS9�8��Y���'�/.IÌ �U��1;E�R R+� T T ¬ ® R*2". ´ �(2/. T ¬ H'A������
���
/�Z�����54��|��9��'�����QË  d�?"\U�#45A��.�%���7�.-P����P������	6���P$��7�$'^QEy��H �Z���³  c|���71D³  d�A�46���2$��K��	6	G���'�����������Z����4Y�#�'1_?

@3�|����"R�C���)�*�)�!���	�	������P���;�������'���7���U���_�
]����)�7���	����I46�7�*$��P��8���)�
�����01F$
����9,�`�����7�����=1_A�4�������	G��	����)�`�)�����`�&]7���)�7���M�21!������.���*�
	46�7�*$���4��Y4`�
���6��9��*�Y���I�!���#"R��9�-:�I	G���'����������������4Y�#�'1P���)���*�
�)���/�'�������������`��8!�|�����������.���7�O���{XK�#���7��P�#���*$�!?:@��7���*�)������)����'��/�������V����	��)	�87�7�,������	C$
�
���'�����\���'���7	G�Z�����P���������7	Y�Z����� �&]��!���	�	�������	���5	��
��	M���_1!�
B+���*���%����*���������7	A�46�7�*$��>�P��^��	���� �,��	�	���9��*�Y���5������
����7�\������9�����)	)��87�.���\	����)���*���P���J�����\������� ���È46���2$��È�����
-������	G�'�����1Q���V���7��	U�+���,�&�=?I@����:���)�7����)�
�0�'�#�������K��	5�="������*��97���F�Z��������7�I��8��������=� 	C�7���)�
�+������?
TU���:������9�����)	V���*	G���1��7�
����A:���+$
��871����7�������f1��
�'���*���=1 �
]����)�7�����9,�#"R��AC�����Q$
���)�7���
���=1��*�È���	�	[���7���¡��	��=$
���+1¡�����{d0? �`�%�%��P��$��7�����[46�.����c#�%9����U�)��)����-�A�8�	��*���������D9�87���.��/��*�È�U��5��97�7�&�9+��	���	C����$
�����.���*�
	%����XK�����7�
�P�����*$�!?
TU	[���7��	��=$
���+1��
]����)���*��AI$
���7	��*1��&�\���7��|`������	G����Ç;��./��I����9,��8!]��������8��2�K�Z���>�������7�������7���6�,���.-!�7���)�*����	\e.c�A @���������� �0? d0? ��w�?�b��E�6 ¥ H Ð¥

¨N© ���+1�E87 ¥ H Ð¥
¨<© 1���������P�#��97�.���'����-�	��=��87��7$
�	A<���7�
�����7��(���)����-JE�� ¥ E ª H�H ¥ �������������������+���3�,����-!�����)�*����	A71��
B7�7�=1[90-� ¥ E ª H

 E ª ¸97 ¥ H/� ¥
·S© E ª HS¸:6 ¥ � ¥

· ¬ E ª H ´
� ·3© E ª H  � ´ �iARE ª H  c ´

	�������	GB7�	C�����%��������8��2�
¥¦
W
¨
A
� W E ª H/� W E��_H
) W �

©§2¨<© 6 §
 � ¥ �

© E ª H/� ¥ E��_H3¸;� ¥ E ª H/� ¥ �
© E��_HE ª ¸ �_H ) ¥ �

©§Z¨N© 6 §
�����C�����;³�Ì\ÍK?1\%�����C���7���Y���P���7��	��
]����)�����C�����'6 ¥ ���71<7 ¥ �7�*�-���7�>�������D���C�����)87��^!���=46�7	5���+�#�����7�,�=�#�����f���{87�+1!�
���
���)���7�1�087�:9,�
��46�7����� ª ���710�Q�����Y �87	G�6����R�#�'1��=1\��	U$
����	G�'������	?"\U�������8!�����7�
�%���+���54`�>�+�="R�:�7���� G8�	G�|�����#"R��Q���7�:�21!������.��-K�Z���F	����)�	��,�=$
�*���N�(���)���.-V���`�������7�������7���<�,���.-!�7���)�*����	A;978!�U�'�#���7�
�U�����5������(���)���*���	C���N�������7�������+���3�,���.-!�7���)�*���*	6���\���7�5	G������^R��?
Ta����*�����=1��
]����)�7���F46�7�*$'��$����9,�>�!����"���) G87	G�F��	I�(��	G����	I���7�
|`������	G����Ç;��./��I����9,��8!]|�*1�������.��-5��	N�'��^R��5�Z�����r���7�M���7�����-5���+$
���!/�����087�=1��Z�'��$'���*���7	?Òb��=��E8� A ´º
ºº´ � ¥ } ª

©
´ººº´ ª ¥ HK1!��7�����	K���7�$
���0�����08+�����6�,���.-!�7���)�*��� E�e �0A+z!�$&�������VÉ0? £=wN���:e �#w(H`���7�
�
> ¥ x

 ª A ® � ©
ª © ® � ¬? ? ? ® � ¥ª ¥

 ��E8� © ´
ººº´ � ¥ } ª A
´ººº
´ ª ¥ H��E8� ¬ ´
ººº´ � ¥ } ª
©´ººº
´ ª ¥ H

�P�-[	��
��"R�F��	U����������
	�����'���������K�Z���%�����|$
���������087�=1[�Z�'��$'���*���Q90-46�7�*$��\���7�I$
���)��8����
�6�!����"��	Y���7	G�'�����'���7���87	��.-D�����I�*1�������.��-
> ¥

 ª A ® ¥¦
W
¨N© EG¸5c�H W �

©
) W
§2¨<© � §? W ·3© ? W

���V��87���<����7�
�'��������-K�����|�����<³fÌ�ÍO���71Q����� ª A ´ ª ©´=ººº´ � ©=´ � ¬ ´ºººEy�<]��&�'$
��	��)�0?�c=dP���fe.c
w�H'?5�%�&����A@?'A\��979!���"0�2�#���	U������1!��7���)���+��/�����=� 	U$
���������08+���0���,���.-!�7���)�*������E8� ¬ ´ººº´ �BA�} ª ©´=º
ºº´ ª A0H'?
T�� �����6��+1����;���7��	`	��=$'���*���SA0���
� 87	 87	M	G�����	�	 ���7��� �����#"0�*���5�*1���!/���.�����	|�*��^R�:���7�:�Z�������=46�*���K��4`�K�������.B+$
�*���`���7�	5���=4 �+��	59,�$
���)�$
���)�7���
����.-�����8������7�P�����>���7�[$
���)�78!���
�=?J@��7�	��D�21!������.���*�
	>��������
�7�
�'���*���=�#�������7	����6�*1�������.�����	|46�7�*$'���+�="R�)9,���J����8��+1L9�-Q���7�z!�����P���7��$�^������¡e.c��w|46�.��� �7�������*$
87�*�#�Q	��=��87��7$
�	K�����7�*��$&�L������7� ª ¥ ?5@����:����7�
�'�����*����������L�7��	U9,���V����87�+1V9�-K�7���71_A,97��	��=1���Vz!�����P�0� 	C���7	G4��&��	C�Z���C	��,�=$
�*���S���7	G�'���7$
�	?
@��7��	G-��:9,���<�:E(³NH DC ¥ W ¨N© c3o�ËQ�*�ÈE(�0H%1!��7�����	I���7�:³;���J�+�#��/



�)���7�*$%�087�:9,�
�=?
¥¦
W
¨N© �:E�Ë7H W¦ §2¨N©+ª §3 EG¸6³ ® EGc ® ³3H���E(³3H�H ¥¦ §2¨N©,ª §

¸ ¥¦
W
¨N© E(��E�Ë�HN¸fc#HGË ª W ´ E(��H

¥¦
N
¨N© N
C� ¨N© �)W ¨N©����© � ���c ® ª N
 ¥¦
W
¨N©

W
)§2¨N© ���© � ���c ® ª W

® ¥¦ §Z¨N© cc ® ª § ¥¦ §Z¨N©
§
+
W
¨N© ª Wc ® ª W

¸ ¥¦
W
¨N© ¤ W+§Z¨N© ª §c ® ª §

« ¤ W¦ §Z¨N© cc ® ª §
« E���H

@����`���
�2�����715�������0�3�+���+15	��*1��M����E(��H_���+1)E��RHS1!�6�7���N1��
B7�7��	G-!�>/�)�&�����2$5��8��+$&�������7	AS��	5$
���Q9,��	���
�J���.���=��10-V�����I³  d0?I�%��7$
��A�����	��|�*1�������.�����	%�#���:��8��C���������5	�$
���,�|���������5	G-��)�)�&�����2$C��87�7$&/�������7	C���������R��$'�\��8��������7�1\���\���7�I���������01�87$&�������_?
5. GENERALIZATION: APPLYING MUL-

TIVARIATE IDENTITIESb��|�+��	F9,�
���	����#46���*�����7�>�!���"0����87	|	��=$'���*���L�7�=4 �,���.-!�7���)�*����*1!������������	)��� ª ©´º=º
º´ ª ¥ A��
©´ººº=´ � ¥ A��
�'$�?M$
���¡9,�D�����#"R�����8�/�����P�����*$���*�.-f�����[����9������'�#��-f³<?��U�+1!�
�)$
�&���'�����¡$&���'$&87�)	G�'���7$
�	A�����
���%��	6�F	��*�)�����%�
]0�����	��*���D���3�����%�)�
�����01���������-P���S���7�U�����"0�./��87	K	��$&��������46�7�*$�� ���7���*���	K����	������f�*1��
�0���.�����	K��� ª ©´
ººº´ ª ¥ A� © ´ººº
´ � 4 AF�
�'$�?%�����L�#��97�.���'����-����71r���+1��
�,��+1!����Q³ ´ .JAF�
�'$�?@�����	C46�����39,�I��8��������7�=1D�7�
]0�=?

5.1 Admissible Sequences���\1!�
B+���)���7�[$
�*��	�	%j
	  j
	�E�-�HI���C�:87�.����"��#���2�#���)�������P���Y	��
/��8���+$
�
	D����-����71�8+$'���*"���.-¡9�-;x]j���E�-<Hp_�j 	 E�-�H>���71¡���7�V��9�/ ��=$&�QE+m3E(³ ©=´ºº
º´ ³��!H�H Ð¥��� � � � � ¥�� ¨<© 9,���������	����pj 	 E�-�H5���I���71f���7�.-�.�%E+m3E(³ ©=´ ³ ¬ ´
º=ºº´ ³���H�H Ð¥� ¨<© Ì�j���E�-`E(³ ¬ ´
ººº´ ³���H�HU���71Q�Z���|�"��
��-"�����8�� * Ì\ÍKA!���7�U��90 G�=$&�FE+m3E * ´ ³ ¬ ´=º
ºº´ ³��0H�H Ð¥���� � � � � ¥�� ¨N© 9,���������	���rj
	RE�-<H'?
\U�����%���7���Y�����I���'1!�
�6���<"������*��97���	6��	Y	��*���7�.B,$
�����=? �7���6�
]����)�7����A
m3E*. ´ ³ ´ Ë7H  Ë ¬�� �t4 9,���������	%���Oj 	 A,9�8��Im3E�Ë ´ . ´ ³3H  Ë ¬�� �t41!���	C�7���=?
5.2 Zero Equivalence Test in j 	�%��"R�
����	��=��87�
�+$
�Vm  E+m3E(³ ©=´ºº=º´ ³���H�H Ð¥��� � � � � ¥ � ¨N© Ì j 	 A�4`��!���0$
��=1V��	Y���������=46	%���)���7	G4��&�U�����|�08��	G�������pm��� �!?`�N����	G�%$
����/	��*1!�
�Sm���	N���F�����)����N���uj � E�-`E(³ ¬ ´=ºº
º´ ³ � H�H'A����+1|$
���)�,��	����C	��
����S1��
B7�7���7�%���
�2�#�������7	M�����cmP���71��.��	`$
���)�,���������	?�@��7��	M�*	M�,��	�	��./9����`9�-|1��&B+�7�.�������F����j � ?N@��7�`���������������������,z!�=$'���*���:�C��	N���7��F����/�����*�15���6$&���)�78!���M���!8���9,�
�3ËU���7���������*���R"�����87�	_���+���S�7�
�=1�	;���69,�$��7�$'^R�1>�*�P���'1��
� ���F���
�Y�F1��$
��	��*���S?M�7���Y$��7�=$�^0���7�5���7�	��C���7�.���*���"�����8��	AR�!���0$
��=1|���=$
8���	���"R�
��-546�.���KE+m3E * ´ ³ ¬ ´ººº=´ ³ � H�HGÐ¥���� � � � � ¥�� ¨N© A�Z��� *  c ´=ºº
º´ Ë+?O\%���������+�#�5���7�:���$
8���	��������*	|���R���*�{�,��	�	���97���9�-D1��&B+�7�.�������D���Fj
	�?
5.3 Two Simple Examples@����`�!���0$
�=1�8!���_ �87	G��1!�	�$&����9,�=1|$���F9,� 87	��=1I���C1��C�<]!�
�'$
��	��Y��? d�£���ae �#wU46�7�*$�����	�^0	P���7�K���=��1��
�[���{�����#"R�\�����V��-��,�&��������)�
�����*$

�*1�������.��-��� & © ´ & © ® ©¬ ´
ººº´ & 4 ´ & 4 ® ©¬
�
©=´
�
© ® ©¬ ´ººº´ � ¥

´
� ¥
® ©¬ ´ ©¬ ��� E�d 4

·
¥
·S©"!

H ¬�# cd%$ � � d9& ©=´ººº
´ d9&q4d � ©=´º
ºº=´ d � ¥ ���
! # ® � � dG& ©=´ººº´ d9&q4d � ©=´ºº
º´ d � ¥ ��� ¸

! #'& EyÉ�H
�����I�#��97�.���'����-s. ´ ³]nÈ�!? �C�=$���*�;���7�|1!�
B+���.���*���� � & © ´ººº
´ & 4�

© ´º
ºº´
� ¥ ���

! # x  ¦
W�( A ) 4§Z¨N© &

§ W
) ¥§2¨<© � § W

!
W
Ë*) ´

46�7�&���r& W  &;E*& ® c�Hbh(h(h=E*& ® Ë�¸¡c�H61���������	C���7�|�'����	����7�P�(��$&/�������*���y?
@��7���0171�$
���$=P$
�������	|���

!
W ����EyÉ�HU��9!"0����8�	��.-�$���7$
�����8!�=AN���+19�-D$
����	��21!�
�'���������V���N�����I�"R��\$
���$=P$&�*�
�0��	C�.�C	�8�=P$
�
	6���������#"R�

d ¬ W z 4
·
¥
·3©
{ E�d�Ë�H")EGc3o�d�H W

4
)§2¨<© & § W E*& § ®

©¬ H W
¥)§2¨N© � § W E � § ®

©¬ H W
 4
)§2¨N© E�dG& § H ¬ W
¥)§Z¨N© E�d � § H ¬ W E�£RH

�����)���*�Y³ ´ . ´ Ë�n �!?Qb��71�87$&�������{���Z. ����08��.���	:���7�P���Q$'���=$�^��4`�P�*���.���2���<"�����87�	A�.  �)���+1?.  c�A_���+1\�����I9,�����V�������7�	��	��,�=$
�*���Y"����*8��	���� .�A����+1�87$&�������f���f³�����	������=��8������
	:����$'���=$�^��4`�V���7�.���*���`"�����8��	A<³  � ´ ³  c�?V@��087	|�.�|����P������	|���V	����=4���7�5�*1!���������-P�����C���7�U����8!�%	��,�$
�*���N$
��	��	FE*. ´ ³3H  Ey� ´ ��H'A3Ey� ´ c#H'AEGc ´ ��H'A�EGc ´ c�HY�Z���|������Ë;n��!?U@��7�	��:�*1�������.�����	I�#���:���Q�>������� ���46�7�*$��:�����������������.���7�a���;z!�$&�������F�I$����9,�����7���*���=1;?�TU�.�������
�����
�=A��9,��8��<B7"R�`	��=$&���+1!	�����|��+�È�����)�`4`�
��������=1��1|���%$
���)���*�&���`���7��������������|E�£�H����[��87���S������
�'�����.��-�?
TU	C���7�������
�6�
]����)������A+$&���7	��*1!�
�6���7�I�*1��
�0���.��-

��E ª © ´ººº
´ ª 4c� ¥ H ��E ª ©
´ººº´ ª 45H/��E ª 4c� ©´º
ºº=´ ª 4c� ¥ H E ��H® ��E ª ©
´ººº=´ ª 4 ·3© H/��E ª 4c� ¬ ´=ººº´ ª 4c� ¥ HEy�M�,?`EyÉ!?�c=����HF����e �#w�H5�Z���:���7�P	��,�=$
�*���6$&���������!87�����F�,���.-!�7���)�2����	��E ª ©´=º
ºº´ ª ¥ H5x
 ��EGc ´=ººº
´ cw} ª ©
´ººº´ ª ¥ H'?>�N�.��	G�=AS4`�>^R���V.B7]!�=1\���+1K��8�� � ¥ x
 ª 4c� ¥ ?|Ey@��7��	%	�8�97	G���.��8��������K4���	%1������|90-�+���+1;?.HF@��7��[���7�|�����������.���7�Î����z!�=$&�������K�>��	C���7�����*�1D���

��E�� ©�· 4 ´ººº
´ � ¥ H

* ��E�� ©=´º
ºº´ � ¥ H

®-, ��E�� ¬ ´ººº=´ � ¥ H46�.����$&���7	G�'������	 * ´ , ?Nb��3��8����7	S��8!�N���+�#�N�������� ���7�.���*���!$
���71��.��������	�+�="R�|���P9,��$��7�$'^R�1_xY³  c ´ d ´ �!?|����87�������7�P���7�	��F"�����87�	U��� ³�������)E ��HN����"R�	M��������Y�*1��
�0���.�����	 �*�O. ���+���`$���P���R�����[9,�Y�'��$'^0���=19�-5���7�Y�����������.�����a���_z0�=$&�������:��?�@������#"R�
�'������$
���)��8��'�#���*���F�����)��7�
�=1��=1P���)$
���)�7���
���%�����*	6�
]����)�7���I��	Y�(���U���	�	Y���+���K��	��=$&���+1;?
6. CONCLUSION�L�V�7�="R�V�����	��
�0���1����������������.�����¹�Z���D�����#"0�*����A6���D���
�Z8������7�!A�*1�������.�����	>�������7�\1���	�$&���
���\�*�71��
���&���)�*�7�����[³<? � 8��)�����������.����������7�����	[$
���)�:8��'�#���*"��K�������9��'�J���$'���7�*��87�	AY���È�+�������*$
8��*���P���7��'��1!�*$���+�)�
��9,�
��	����*�|���	G�=AR���|���7�!���������*�#���6���
	G�����2$'���*���7	M���S�51��.�2/���&����+$
�:�*1��=�������
�����	���������7�P���7�F�*1�������.��-\87�71��
�I$
����	��21!�
�'���������SA���71L���7�
���9�-L1��
���
���)�����	>�Q�087��9,�&�:���%"�����8��	�46�7�*$��f	�8�=P$
�
	���K9,�P$��7�=$�^R�=1J�*�����'1��&�F���K$
���7$
��8+1��>���7���|���7�)�*1!���������-��7���*1!	�"R�&��-!46���
����?:b��5�7��	59,��
�J	����#46�����+�#�I���7��	|�����������.���7�Ò$����9,�	�8+$
$
�	�	G��8�����-J���7�7�����=1V���)���7�F������9�����W���`�!����"0���7�!A_���I���
�Z8������7�!A�,���.-!�7���)�*���6�*1�������.�����	)��������87�71��
���&���)�*���=1{�087��9,�&�>���%"��#���./��9����	?[@��7�>�����78��5$
�*��	�	F���������������
	�������=1����*�������.���7� ���7$
��8+1��
	�����7�������*$
87�*�#�F�����)$
�*��	�	F���`	G-!�)�)�
�����*$:�,���.-!�7���)�*����	5�����|46���2$��



��8������P�����=1Q����������	I4��&���)���.���=��1!-J�="����*�*��97����?:b��+1!��=1;A;���F$&��"��
��	�*1!������������	3�����6�����3�)�����M������
�'���R��-��,��A#�*�7$
��8+1!�*���C����	��U	���08���+$&�	��9,�
-!���7���������*�����=���Y���=$&8�������7$
�	6���N����97�.���'�#��-D���'1��
�=A!�����6�7�$
�	G/	��#������-D-!�*�
�21!���7�>	G-!�)�)�
�����*$C�Z87�7$&�������7	?
\U�=45A01����	����7��	<��8��.B+���,�,�����9,�
�����
�=� 	�46��	��)���;9,����7�I��97���Y���I�!����"���*1!������������	%�*�Q�#��97�.���'����-K�P����-K"������*��9����	���TU$&��8+������-�A+�7���I��87�.����?b��:����	N��8!���*����^)e.c#�#wyA��7�������)	<���<9,�
�*���%��97��� ���U1�����R46�.������9! ��=$&��	����^R�>E C ¥§2¨<© ª § H")0��� ) ¥§2¨<© � ¬ ¥ �¥ ��� 46�7�*$��K�����%9,�
-����71>���7�%	�$&���,�I�����8��D������������$��S?��%�=4��
"R�
�=AY���Q1����	P	�87	��,�$&�P���+���P�������+���*����-���J���7�V$
�*��	�	��2$
���%���+/��P��$��7���7�&��-�e ¢�wyAU�����������������)	)�����[�!����"0���7��,���.-������)�*���,�*1!������������	`�)�*�����`9,�C�7��1��=1P��	��F	�8�9�����8!�����7��? � 8!������������.����� �)�����0�69,�|��$
����������978!���*���K�#�C������	C���"���(?
�%�����$&�������7	 �����`�)�����C�)�01��	G�`�����7���*$���������7	��7�#"��C9,�
��P	�^R�
�'$��7�=1��� z!�$&�������7	\��? �¡���+1���? �0? |`�
���'���*��^0���+1!	\���F�!����97����)	D�+�="�/������9,���D��$
$
�	�	���97���5���:	G-!�:9,�����*$U�)�
�����01�	����7�.-)�����6	��,�=$
�*���_����/	G�'���+$
�
	I	��[�����|$
�����7�=4�9,�F�+���+1����=1V���V��8��*�<����7�&�'�����.��-Q9�-\�����$&���)�78!���
�=?<�����M���7�����*"���)�
]����)���*�
	A����7��	���	 �
"R����,��	�	���97���U"��
��-��=P$
��������.-�?
AcknowledgementsbU4���8��*1L�*��^R�>���K���7����^J�N�&���
�>�<��87���)������	�8������
	G���*���V���7�������7�*$���N���7��	��7���,�
�=?�b`��� ����	������+���7^���8��+���:�����I��������-!�)��8�	 ���
�Z�
����	�Z���U�087�)�
����87	Y	�87�����	G�������7	U���7���C�7�
�*�,�1\���)�����#"0�*���:�����|$
�*�����.��-���<���7�I�7���,�
�=?
7. REFERENCESe�c&wF�:?7�6?+TU�+10���
46	A&�F?7TU	�^��
-�A!���710�F?&�C�=-�?��J����
�:���

��ke������(�J�7��A,"R����87�)�5£�c5���	�"���$8w��������
��:�D�5��
p���2�u&�7�����:�
�
�J�b
P�(���C~E�L�+� �:�������y�J���'?�|����:9����*1���� �%���*"��
��	��.��-D�����
	�	Ac=¢�¢�¢0?

e d=w|�`?b|`�0-!�=��^,?+TC�\�
]0�����	��*���\��� �;�����9,�
�����
�=� 	C����	G�%��������������������>����7�
�'���3�������������)�*$%��8��+$&��������	?�U�����
��
�+�
;���2�u&�O�����:�
��Ad0c=£0x�c�c=���7c=���!A3d������!?
e �#w|�`?u|`��-����^)���+1[ÑU?7z�����"�-�?�\U����/�$
���)��8!�'������"R�Y������)���+������������ � ���5���*���9��'��	%�!����"��	Y��8�������"������*�����%�21!������.���*�
	?��0�Jk0��������5���u8��<����� �*���M�����bk!�:�����y�J��A;d�É0x�c �R£��!d�d�£0A�c¢�¢ �0?
e ��w��|?,XJ?b|`�����S?��%� ��&����b��I~U� ��	�
����?7b������
��	�$
����7$
���8797����	��7�&��	A������7�\�������
-�� z!���7	A_c=¢�É��0?
e �=w��|?b,�?,�U�'���+���KA!��?7�Y?��5�08����_A!���71 � ?��<���'��	����7��^,?

�M�J�b�
��
�+�
p���2��&�O�����:�
��?+T%171!��	�����/y���	����
-;A�	��$
���71�=1!���������SA_c=¢�¢���?
e É#wFXJ?��|��87�&��	?+TC�K�����������.���7� �Z���U1��=$&�21!���7�>��&���>�=��87��"�������+$&��������	G���=1[�,���.-!�7���)�*���*�.-[���=$
8!��������6	��=��87��7$
�	?7@3�=$��7�7�*$���

�C��,�����%d������#/�� �!A,z��<Ñ��<�!c�!A������7���7���	��5��7���
��%����"R�
��	��.��5���=A+d������!?NE(	�8797�)�.�����=1+H'?
e £=w5b&?+�:?+XK��$
�I���+���21;? ��8��:�B
���'�:�!��ke�b����y�J�7�Q�9��


" �&�2�����R�J�b����#Y��� 8J�+�����*��� ��?+TC�)�
���*$���KXK�����7�
�P�����*$���z!�0$&�*�&��-�A_c=¢�¢ �!?
e �#w � ?7�N�
�������_?�U�+��i��0�� ���9��
L��%$I
�(�+����
��&ku�'����7? |`�7���	��=���8797����	��7�����B|`���)�7����-�A!	��=$
���71\�=1!���������SA_c=¢Rd�¢!?
e ¢#wFXJ?7�N�
��^R�#"�'	��^,A7�F?!���*�.��A,���71\��?7�,����*9,�&�����
�=?�(  ?P?7T)��N�
���
��	Ab,_�'1;?*A;c¢�¢R£�?
e.c��wr|U?;z!$'����*1��
�=?*��8�� �'��� �:����k!�:�O�����(�J�V���+�%� � &�������!�M�+
�#
���?���7�r�����	���	A	�Cb�zu| / ,_�*����A������7�����7�	,�5����*�&� �U�7��"R�
��	��.��5�#�

,S������A,d����0c�?

e.c�c&w �F?��N?,z��'�����*�&-�?��"�uk0�O&������� �J-�M���<�
���b���y���'�:�
�/.�0���� k0�O21R?
|�����9!���*1����5z0��8+1!���	6�*�\T%1!"����+$
�=1DXK��������P�����*$
	UÉRd�?
|�����9!���*1���� �%�7��"R�&��	�����-D�����	�	ASc=¢�¢�¢!?

e.c#d=w���?�|?+z0����:9����*1�����?!TaXK�������5�+��$�^������I�Z���U	G-!�)�)�
�����*$��87�7$&��������	? �0�Jk0�������N�5���u8��<����� �:�3�M��� �uk��:�����y�J�7Ad��!x £������0£�É �!A�c=¢�¢R�0?
e.c=�#w|��?,�,�����9,�
�����&�=?,T�����	G�%�����������.���7� �����U�!���#"!��������
���)���+������������-!�,�
��������)�
�����*$%�*1�������.�����	? �U�����
��
�+


p���2�u&�7�����:�
��A����!x d���£��!d�c�c�AMc¢�¢��!?
e.c��w|��?,�,�����9,�
�����&�=?,T �������������)�*$I	G-!	G����)	6������������$��\���	��,�=$
�*���_��87�7$&��������	? �0�Jk0�������N�5�4�M��� �bk!�:�����(�J����� �J��
~E�L�+� �+�
3
;���2�u&�O�����:�
��A;�Rd�x ��d0c��0��É �!A�c=¢�¢��0?
e.c#�=w|��?,�,�����9,�
�����&�=?7���Q@��7�����-�A�|`�7���!���
�Cb�b&?!b��%
5��6,7

8K����[��G�����L�J�9�u8��<����� �:�3�M��� �uk��:�����y�J�����;: ����B
����8��J��
~ ����� 8�������ASc¢�¢ �0?;@S�'���7	�$&�������U�="������*��97���F����0�����_x ���#4Y4Y45? �P�#���S? ��8������
��	? �=1�8+�=<�
����*9,�&�����0?


